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第 一 章 
欧 拉 示 性 数 及 有 关 问 题 
L 欧 拉 定理 


我 们 要 讨论 的 第 一 个 问题 是 著名 的 欧 拉 (Euler) 定理 , 即 关 
于 一 个 凸 多 面 形 的 面 数 ,楼 数 和 顶 数 之 间 的 关系 . 

定义 ”一 个 凸 二 维 ( 胞 ) 腔 是 一 个 凸 集 ， 它 的 边界 含有 有 限 多 
条 直线 段 ( 校 )， 这 些 线段 相 会 于 点 ( 顶 页 点 )。 一 个 凸 三 维 ( 胞 ) 腔 是 
一 个 凸 集 , 它 的 边界 是 有 限 多 个 二 维 腔 的 集合 。 一 个 三 维 ( 胞 ) 腔 
的 (边界 ) 顶 点 数 用 。 表示 ;楼 数 用 不 表示 ;二 维 腔 数 用 了 表示 。 

欧 拉 定 理 : 关于 三 维 凸 腔 ,下 面 的 关系 成 立 : 

< 一 《十 1 一 2. (1.1) 
我 们 将 给 出 这 定理 的 几 种 证 明 . 


2. 第 一 证 明 ( 勒 让 德尔 (Legendre)) 


设 P 是 所 给 三 维 腔 的 边界 , 它 是 一 个 山 多 面 形 。 从 P 内 一 点 ， 
把 P 投 影 到 以 该 点 为 中 心 的 么 球面 上 。 根据 西 集 的 一 般 理论 , 这 
是 可 能 的 。 这样, 就 得 到 球面 上 由 球面 凸 多 边 形 构成 的 一 个 网 络 . 

关于 球面 多 边 形 的 一 个 定理 么 球面 上 一 个 球面 凸 多 边 形 的 
内 角 和 是 (n 一 2)z 十 4, 其 中 二 是 多 边 形 的 边 数 , 4 是 它 的 面 数 . 

这 个 定理 可 以 用 归纳 法 证 明 : 当 w = 3 时 , 它 就 是 人 们 熟知 
的 关于 球面 三 角形 的 一 个 定理 。 为 了 从 * 推 到 # 十 1， 只 须 用 一 
条 对 角 线 把 多 边 形 分 成 一 个 三 角形 和 一 个 > 一 1 边 形 ; 注意 由 于 
原 多 边 形 是 凸 的 ,这 条 对 角 线 完全 位 于 它 的 内 部 . 

对 于 非 凸 多 边 形 ,这 个 定理 仍然 成 立 , 但 我 们 不 去 证 它 . 

我 们 回 到 上 面 所 得 到 的 、 册 球面 凸 多 边 形 构成 的 网 络 。 对 于 
每 一 个 多 边 形 ,我 们 写 下 方程 


。 2 。 


Sao; = nr — 2r + 4A, 
其 中 是 多 边 形 的 角 。 对 一 切 多 边 形 Pi 取 和 , 则 因为 每 个 顶点 处 
的 诸 角 和 是 2x， . 
了 >， 0i 一 2xre。 
又 因为 每 条 楼 为 两 个 多 边 形 所 共有 , 在 取 和 时 , 每 条 楼 计算 两 次 ， 
故 


Drni 一 2xk， 
其 中 wj 是 多 边 形 Pj; 的 边 ( 棱 ) 数 。 再 次 ,对 于 i 取 和 ,得 
2x 一 2zf, 


最 后 ,由 于 球面 上 每 一 点 恰好 被 覆盖 一 次 , 而 么 球面 的 面积 是 4r， 
Z) or 一 2 zi 一 2 2x 十 2 45, 
即 
2re = 2rk 一 2rf + 4z。 
以 2z 除 上 式 , 就 得 欧 拉 公 式 (1.1)。 
3， 欧 拉 定理 的 系 理 
设 记 为 多 面 形 上 =” 边 二 维 腔 的 个 数 ; 显 然 ， 


f= 2)f. (3.1) 
ney 

由 于 每 边 属于 两 个 多 边 形 ,所 以 

R= Fafa (3.2) 
其 中 右边 是 所 有 多 边 形 的 边 数 的 和 . | 

设 ew 为 多 面 形 上 有 mw 条 楼 相 会 的 顶点 的 个 数 ; 显然 ， 

e 一 2 Cm (3.3) 
由 于 每 条 棱 有 两 个 顶点 ， ” 

2 一 之 mems (3.4) 


m3 


® 3 « 


右边 是 汇聚 于 所 有 顶点 的 棱 数 的 总 和 。 
先 把 (3.1),(3.2),(3.3) 代入 (1.1), 再 把 (3.1), (3.3), (3.4) 
代入 ,就 得 


22e5 + 32f, — 4 = Dnl,, (1.1’) 
>.2en 十 27, — 4= 2men, (1.1”) 
相 加 ,得 ， 
D4er 十 D4fs — 8 = Dnfs tt Dmen, 
或 者 


0= 8+ Di (mo— 4)ent DB) (nC— 4)f,. 


把 其 中 的 负 值 项 移 于 左 方 ,就 得 
co 十 为 一 8 十 之 Cm — 4h)en 二) (7 — 4)f. 


由 于 右边 诸 项 都 是 非 负 的 , 可 知 


co 十 上 之 8, (3.5) 
特殊 地 , (3.5) 表明 ;” 
) 每 一 个 上 多 面 形 或 考 有 三 角 篆 的 而 ， 或 考 丰 不 素 的 顶 
点 ,也 可 能 兼 有 二 者 . 


以 2 冬 (1.7), 再 与 (1.1”) 相 加 ,得 
D6e + D6f, — 12 = 2n1, + Pmenm, 
或 者 


一 12 一 > (2n — 6)f, + 2D) (m— 6)en. 


移 项 ,使 方程 两 边 都 只 有 正 项 ,就 得 
3ecs 十 2c, 十 cy 一 12 十 >， (22 一 6)f, 二 + > (m — 6)em, 


由 于 右边 诸 项 都 是 非 负 的 ， 
3e3 十 2e0, 十 ce; 之 12。 
与 此 类 似 ,可 得 
3 十 24 十 jf 之 12, 
由 最 后 两 个 不 等 式 , 可 知 


。 4. 


b) 每 一 个 凸 多 面 形 必 有 含 三 楼, 四 楼 或 五 楼 的 顶点 . 


正 多 面 形 一 个 正 多 面 形 的 各 面 有 相同 的 边 数 w。 它 的 各 项 
点 有 相同 的 楼 数 m， 于 是 


Cm, 1 一 . 


但 已 知 m, ,由 
2%K 二 me 一 nf 和 c 一 《十 f= 2， 
可 以 求 得 
em 4 
2(m + 4)— mn 
2mn 
2Cm+ nn) — ma 
4m 


1 一 一 一 。 
2(m 十 1n)— mn 
故 当 坟 一 3 时 ,分 母 痢 是 6 一 ,因此 3 之 x 之 5， 同 样 , 当 4 一 3 
时 ,3 二 mw 二 5。 我 们 把 一 切 可 能 性 列 成 下 表 ， 


nn m c 1 
3 3 4 4 
3 4 6 8 
3 5 12 20 
4 3 8 6 
5 3 20 12 


这 样 就 证 明了 只 有 通常 的 五 种 正 多 面 形 . 


4、 欧 拉 定 理 第 二 证 明 ( 施 泰 因 内 尔 (Steiner)) 


”在 平面 上 , 设 C 为 N 边 二 维 腔 ,并 把 它 重 分 为 二 维 膛 Ci, 设 午 
分 后 C 的 顶点 数 .楼 数 、 二 维 腔 数 依次 用 。,, f 表示 ;而 不 在 它 边 
界 上 的 顶点 (叫做 内 顶点 ) 数 ， 楼 (叫做 内 楼 ) 数 ， 二 维 腑 数 依次 用 


s 5 。 


e 大 ,六 表示 , 则 。 一 一 N, 8 一 A 一 N 一 上 令 XC) 一 
ce 一 Kk 十 1,X(C) 一 一 丰 十 了。 我 们 将 证 明 X(C) = XxX(C)== 
1 

对 于 每 个 具有 w; 边 的 二 维 腔 C; 设 为 其 诸 角 ， 就 有 我 们 熟 
知 的 公式 


To nr 2r = 0. (4.1) 
我 们 对 于 一 切 C; 取 和 ,首先 有 
>) oj 一 2xe’' 十 2) Qs 
因为 在 每 个 内 点 , 诸 角 和 是 2x. 这 里 > o 则 表示 C 的 诸 角 之 和 。 
其 次 ， 
>) nr 一 2xk’ + xN; 


因为 每 条 内 楼 是 两 个 内 二 维 了 腔 的 边 ， 其 中 NN 是 C 的 边 数 。 所 以 ， 
之 本 一 人 十 NM 再 次 ,由 于 了 一 了 

2z 一 2xf 
由 最 后 三 式 ,得 


2re' — 2ak’ + 2xf + > 一 zxN 一 0。 (4.2) 
C 


”由 于 (4.1) 对 于 Cc 也 适用 ， 
>) oo—xN+ 2x = 0. 


把 (4.2) 和 这 式 相 减 ,再 除 以 2x, 得 


c“ 一 8 十 了 一 1 (4.3) 
但 ce 一 co 十 N,K 一 名 十 NN, 一 了 ;代入 (4.3), 就 得 
e 一 & 十 一 1 (4.3’) 


: 其 次 ， 考虑 一 条 直线 段 的 重 分 ， 2 AR， e's R 的 意义 如 前 . 由 
于 重 分 后 的 线段 数 总 比 内 顶点 数 多 1， 
e —k =—1, (4.4) 


与 此 类 似 ， 
ec 一 下 一 1. (4.4) 
(4.3”) 和 (4.4 ) 依次 可 以 看 作 关 于 二 维和 一 维 腔 的 欧 拉 定 


5。 关 于 多 面 形 的 一 般 概念 


一 个 多 面 形 由 有 限 多 个 二 维 腔 所 构成 ,这 些 二 维 腕 中 ,每 两 个 
具有 以 下 三 种 关系 之 一 : 

a) 它们 没有 公共 点 ; 

b) 它们 有 一 个 公共 顶点 ; 

c) 它们 有 一 条 公共 楼 。 

作为 定义 ,一 个 多 面 形 P 的 示 性 数 X(P) 是 

X(P)=e—k+f. 

一 个 多 面 形 的 重 分 把 一 个 多 面 形 重 分 ， 就 是 用 顶点 和 楼 构 
成 的 网 络 把 它 的 二 维 腔 分 成 新 的 二 维 腔 的 集合 ， 而 这 些 新 的 二 维 
腔 仍然 构成 多 面 形 ; 若 原 来 的 两 个 二 维 腔 有 一 条 公共 楼 , 则 楼 上 每 
一 点 或 者 同时 是 那 丙 个 二 维 腔 的 网 络 的 新 顶点 或 者 不 是 那 两 个 网 

定理 设 PP 是 多 面 形 P, 的 细 分 , 则 

xX(P,) = Xx(P,). (5.1) 

证 明 设 在 中 的 一 条 棱 上 ， 有 一 个 新 项 点 , 则 根据 (4.4), 这 
条 开 棱 ( 即 不 含 端点 的 棱 ) 对 于 xX(P,) 提供 的 数值 是 一 1， 而 它 对 
于 X(P,) 提供 的 数值 本 来 也 是 0 一 1 十 0 一 一 1. 

设 PP 的 一 个 二 维 腔 分 成 两 个 , 则 根据 (4.3), 新 的 顶点 、 棱 和 
二 维 腔 对 X(P,) 所 提供 的 数值 是 十 1， 而 它们 对 xX(P) 所 起 的 作用 
本 来 也 是 十 1。. 

由 于 重 分 所 引起 的 变化 只 有 这 两 种 ,可 见 示 性 数 不 变 。 

示 性 数 经 过 重 分 不 变 这 个 事实 ， 是 曲面 分 类 的 最 重要 根据 之 


6。 欧 拉 定 理 第 三 证 明 

已 经 证 明了 示 性 数 经 过 重 分 不 变 ; 这 个 事实 构成 殉 拉 定理 第 
三 证 明 的 基础 . 

已 给 两 个 三 维 凸 腔 , 从 它们 的 一 个 公共 内 点 "把 它们 投影 到 一 
个 球面 上 ,就 得 到 球面 上 两 个 网 络 P 和 8. 设 8 为 “合并 ”P, 9 所 
得 到 的 网 络 : Ss 的 二 维 腔 是 P, 9 的 二 维 腑 的 非 空 交集 ; 5 的 棱 是 
P，9 的 楼 的 交点 对 后 者 的 重 分 ，5 的 顶点 是 P, 8 的 顶点 加 上 P， 
0 的 楼 的 交点 .于 是 5 是 P 的 重 分 ， 也 是 8 的 重 分 ”, 根 据 上 节 结 
果 , X(3) 一 Xx(P), X(S) 一 X(0). 故 

x(P) ~— x(9). 
因此 ,一 切 凸 多 面 形 有 相同 的 示 性 数 X。 特殊 地 ,一 个 四 面 形 的 示 
性 数 是 4 一 6 十 4 一 2, 因 而 一 切 三 维 凸 路 的 示 性 数 
X(P) 一 2, 或 ce 一 《十 1 一 2。 
这 样 就 证 明了 欧 拉 定理 . 


7。 更 高 亏 格 的 曲面 


上 面 的 考虑 可 以 推广 到 具有 和 球面 不 同 亏 格 的 曲面 上 的 网 
络 . 一 个 ? 亏 曲 面 (具有 亏 格 ”的 曲面 ) 可 以 
通过 如 下 方法 得 到 :在 一 个 球面 上 去 掉 2 个 
小 圆 片 ,再 把 小 圆周 逐 对 连接 起 来 ,但 连接 时 
加 免 相 遇 ， 附 图 表示 二 亏 曲面 。 一 亏 曲面 电 
做 环 面 。 可 以 证 明 , 拓扑 等 价 的 一 切 可 定向 
闭 曲面 有 相同 的 亏 格 ， 而 每 一 个 可 定向 闭 曲 
面 属于 一 个 按 亏 格 划分 的 类 . 

一 个 亏 曲面 上 的 一 切 网 络 有 相同 的 示 性 数 x(p). 

证 明 这 个 重要 定理 ， 可 以 采用 我 们 证 明 特殊 情况 p 一 0 ( 球 


1)》 车 这 样 的 公共 内 点 不 存在 ， 可 以 把 其 中 一 个 三 维 凸 腔 移 位 使 它 和 男 一 个 三 维 
止 腕 有 公共 内 点 ， 一 一 译 者 注 
2) 球面 或 其 它 曲面 上 两 络 的 重 分 和 多 而 形 的 重 分 完全 类 似 ，- -一 详 者 注 
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面 ) 时 的 方法 ， 已 给 曲面 上 两 个 网 络 P，9, 把 它们 “合并 ”， 就 得 到 
5, 而 s 是 P 的 重 分 ,也 是 0 的 重 分 , 故 
x(S) = x(P) = x(0). 
这 样 就 证 明了 每 一 个 2 亏 曲 面 有 一 个 示 性 数 X， 我 们 要 把 x 
表 成 ”的 函数 x(p)， 为 此 ,我 们 采用 轨 纳 法 . 
先 确定 环 面 的 亏 格 . 附 图 中 的 两 条 剖 线 把 环 面 分 成 两 部 分 ;每 
一 部 分 等 价 于 去 掉 两 个 二 维 腔 的 球面 ,因而 示 性 数 为 零 ， 把 两 部 
分 接 起 来 不 会 改变 示 性 数 ; 因为 在 齐 线 上 ， 
楼 数 和 顶点 数 相等 ,在 计算 示 性 数 时 ,这 两 三 一 人 
数 互 相抵 消 ， 于 是 证 明了 X ( 环 面 ) 一 0. < 
对 于 一 个 上 却 曲 面 ， 我 们 把 它 著 成 两 
部 分 ， 一 部 分 是 去 掉 一 个 二 维 腔 的 环 面 另 一 部 分 是 去 掉 一 个 
维 了 及 的 p 一 1 亏 曲面 ， 前 者 的 示 性 数 是 一 1， 后 者 的 示 性 数 是 Xp 
一 1) 一 1， 象 上 面 那 样 ,把 两 部 分 接 起 来 ,其 示 性 数 不 变 , 因此 
xCp) = x(p — 1) —2. (7.D 


SS) 
X(0) 一 xX (球面 ) 一 2， (7.2) 


所 以 ,根据 归纳 法 ,由 (7.1) 和 (7.2), 得 
X(p) = 2— 2p, (7.3) 


由 于 


8.。 对 于 黎 曼 面 "的 应 用 


一 个 尹 亏 曲面 闷 可 以 通过 一 个 单 值 连续 函数 映射 在 球面 $ 
上 . 
允 上 ， 除 有 限 多 个 点 (支点 ) 外 ， 每 一 个 点 都 有 这 样 一 个 小 邻 . 
域 ,在 映射 中 , 它 和 SS 上 的 一 个 小 区 域 之 间 有 一 一 对 应 关系 。 
此 外 ,我 们 假定 ,在 $ 上 ,除了 之 上 的 支点 的 象 外 ,每 一 点 都 被 
1) 按照 拓扑 观点 ,一 个 黎 曼 面 是 具有 一 定 亏 格 的 闭 曲面 。 一 一 译 者 注 


相同 的 数目 的 叶 所 覆盖 ,假定 这 个 时 数 是 
设 忆 上 mw 重 支点 的 个 数 是 ws, 令 二 之 mew me 


问题 是 把 写成 和 w 的 函数 . 
在 8S 上 作 一 个 网 络 , 并 把 它 投射 在 黎 曼 面 室 上 ,但 规定 半 上 的 
支点 在 5 上 的 象 都 是 网 络 的 顶点 . 
设 。,《, 和 8,%, q 依次 为 8 和 立 的 顶点 数 、 棱 数 、 面 数 ， 则 
中 一 5f k=, =se—w, 
Pp—1— xp)—1— (gp—rt+e) 
2 2 
1 e 1 
一 1 一 ?十 于 (8.1) 
这 就 是 所 求 的 结果 。 
关系 (8.1) 的 一 个 有 趣 的 推论 是 ,ww 总 是 偶数 . 
考虑 函数 VE 一 a) (? 一 4)…(t 一 a2) 所 对 应 的 黎 曼 
面 . 这 时 w 一 24,s 一 2,p 一 1 一 2 十 n 一 4 一 1， 政 黎 曼 面 可 
以 用 一 个 (2 一 1) 亏 曲 面 表示 
问题 1. 若 用 一 个 4 亏 曲 面 代 装 球 面 ,考虑 由 一 个 2 亏 曲 面 到 
一 个 4 亏 曲 面 的 点 变换 ,公式 《8.1) 将 用 什么 替代 ? 


9。 欧 拉 示 性 数 在 矢 场 论 中 的 作用 
平面 矢 场 定义 除了 有 限 多 个 点 外 ， 每 一 点 都 规定 了 一 个 方 


> 
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向 ， 而 这 个 方向 (用 么 矢 表 示 ) 在 平面 上 ( 除 上 述 的 点 外 ) 是 连续 函 
数 ;那些 例外 的 点 叫做 奇 点 . 

奇 点 的 指数 ”以 一 个 奇 点 为 中 心 , 作 一 个 小 贺 , 使 贺 内 或 加 上 
都 没有 矢 场 的 其 它 奇 点 。 在 圆周 上 取 任意 一 点 为 始点 , 设 “为 和 
场 在 该 点 的 矢量 和 正 * 轴 所 作 的 角 , 则 有 向 角 a(mod2x) 是 唯一 
确定 的 。 当 “的 始 值 困 定 以 后 , 令 该 点 在 圆 局 上 移动 ,假定 在 动 点 
的 矢量 方向 是 圆 局 弧 长 的 连续 函数 , 则 在 圆周 上 任意 点 ,矢量 方向 
也 唯一 地 确定 。 当 该 动 点 绕 圆 一 周 回 到 原 处 时 , 矢量 方向 的 变化 
将 是 2z 的 一 个 整数 倍 : 

c(2z) 一 a(0) 一 2m， 
这 里 的 整数 7 就 叫做 奇 点 的 指数 。 

a) ;是 有 限 整 数 ,和 在 圆 局 上 所 选 始点 无 关 。 

b) j 和 所 取 的 特殊 圆 无 关 , 只 要 图 内 和 圆周 上 没有 奇 点 .( 这 
是 因为 一 个 圆 可 以 连续 变形 为 另 一 圆 ,而 i 必须 连续 变化 ,因而 在 
圆 的 变形 中 i 保持 不 变 .) 

矢 场 奇 点 的 例 : 


如 果 把 这 些 矢 场 看 作 梯度 场 , 则 
(a) 是 一 个 源 , 对 应 于 一 个 极 大 点 ， 
(b) 是 一 个 汇 , 对 应 于 一 个 极 小 点 ， 


《c) 是 一 个 涡 ， 
(4) 是 一 个 简单 蒂 点 ， 


(e) 是 一 个 猴 鞍 点 ， 
(f) 是 一 个 双 极 。 
上 面 这些 奇 点 的 指数 是 : 
(a)1 {b)1 (c)1 
(d) 一 1 (e) 一 2 (f 2 。 


根据 我 们 的 定义 。 指 数 等 于 沿 正 向 绕 奇 点 x 一 周 时 矢 场 方向 
相对 于 水 平平 行 矢 场 的 变化 乘 以 盐 。 但 绕 一 个 正则 点 一 届时 ， 
矢 场 方向 的 变化 为 零 、 故 在 指数 定义 中 的 那个 水 平平 行 矢 场 可 以 
代 以 一 个 在 x 的 充分 小 的 邻 域内 没有 奇 点 的 矢 场 . 

在 研究 闭 曲面 上 的 矢 场 时 ,这 个 推广 了 的 指数 定义 很 有 用 . 

定义 ” 设 允 为 闭 曲 面 ， 它 在 每 一 点 有 连续 一 阶 偏 导 函数 ; 则 
区 在 它 的 每 一 点 有 切面 ， 其 法 线 在 史上 连续 变化 。 考 虑 邯 上 一 个 
切 ( 么 ) 矢 场 ,这 个 矢 场 除 在 情 上 有 限 多 个 点 外 、 是 确定 而 且 连 
续 的 。 那些 例 外 点 就 叫做 奇 点 。 具 有 这 样 性 质 的 矢 场 叫做 正则 矢 
场 。 
奇 点 的 指数 “已 给 马上 正则 矢 场 严 ， 设 x 为 严 的 一 个 奇 点 。 
取 忆 上 含 x 而 不 含 其 它 奇 点 的 一 个 小 区 域 ， 并 设 区 域 的 边界 是 简 
单 闭 线 。 由 于 如 在 每 点 有 连续 一 阶 导 函数 , 只 要 上 述 区 域 充 分 地 
小 ,我 们 就 可 以 在 它 上 面 取 一 个 没有 奇 点 的 局 部 矢 场 所 。 绕 上 述 
区 域 边界 一 周 , 矢 场 方向 相对 于 矢 场 矶 的 变化 乘 以 1/(2x) ,就 
叫做 所在 x 的 指数 。 

注意 要 确定 避 上 两 个 矢 场 严 和 所’ 在 一 点 x 的 指数 之 差 ， 并 
不 需要 有 一 个 局 部 无 奇 点 的 矢 场 . 因为 玉 和 FF" 在 x 的 指数 之 
差 等 于 沿 正 向 绕 x 一周 下 和 扬 方 向 之 闻 的 角 的 变化 乘 以 
1/(2z). (这 时 , 矢 场 在 定义 中 的 作用 抵消 了 ,) 

这 个 考察 对 于 证 明 下 面 的 定理 具有 重大 作 朋 ， 
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Dj = xX(5). (9.1) 
证 明 证明 分 两 部 分 : 第 一 部 分 先 证 明 , 对 于 如 上 一 切 正则 
矢 场 ，y ' 刀 有 相同 的 值 . 


设 已 和 天 "为 乙 上 两 个 正则 矢 场 。 在 之 上 取 一 个 网 络 , 它 的 
校 和 顶点 上 都 没有 下 或 户 的 奇 点 ， 而 且 在 它 的 任何 二 维 腑 里 都 
至 多 有 下 或 F 的 一 个 奇 点 。 因为 只 有 有 限 多 个 疝 点 , 这 是 容易 
办 到 的 . 

在 每 一 个 二 维 腔 里 , 奇 点 指数 之 差 jr 一 jz， 等 于 沿 正 向 绕 该 
二 维 腔 的 边界 一 周 ,F 和 严 ' 方向 之 闻 的 角 的 变化 乘 以 1/(2x). 但 
若 对 一 切 二 维 腔 取 jz 一 jis, 的 和 , 则 结果 是 零 ; 因为 每 一 条 楼 属 
于 两 个 二 维 腔 的 边界 , 而 在 计算 区 (jp 一 jr') 时 , 这 条 楼 沿 相反 
方向 经 过 两 次 ,因而 其 所 起 作用 是 零 . 故 Ir 一 >Ir', 则 指数 和 
与 天 场 的 选取 无 关 ， 

证 明 的 第 二 部 分 是 构造 一 个 特殊 的 矢 场 ,并 对 它 计算 之 1。 

在 上 , 先 取 一 个 以 三 角形 为 二 维 腔 的 网 络 。 然后 在 每 个 三 
角形 上 再 引进 四 点 , 即 各 边 的 中 点 和 三 角形 内 部 的 一 点 。 把 这 个 
内 点 和 三 角形 顶点 以 及 各 边 中 点 相连 。 并 规定 这 些 联 线 的 正 向 是 
指向 那个 内 点 的 ， 青 规定 三 角形 各 边 上 的 半 线 是 指向 中 点 的 ( 见 
图 ) ,于 是 原来 的 每 个 三 角形 都 分 成 六 个 . 
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容易 看 出 ,在 忌 上 可 以 构造 一 个 连续 矢 场 ,使 得 它 在 各 小 三 角 
形 内 部 的 方向 和 在 三 角形 边 上 的 一 致 。 这 个 矢 场 在 原 网 络 中 每 个 
三 角形 顶点 有 一 个 奇 点 ,在 三 角形 各 楼 上 以 及 内 部 也 各 有 一 个 奇 
点 ， 此 外 ,在 顶点 和 在 内 点 的 奇 点 指数 都 是 十 1 ,因为 它们 是 源 或 
汇 , 而 在 棱 上 的 奇 点 指数 都 是 一 1, 因 为 它们 都 是 简单 鞍点 . 若 。， 
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k，/ 表示 网 络 的 顶点 数 、 楼 数 和 二 维 腔 数 , 则 (9.1) 式 
Dim e+f= Xx(5). 证 毕 。 
根据 (9.1) ,我 们 可 以 回答 一 个 重要 问题 ， 在 什么 曲面 上 有 不 
含 奇 点 的 矢 场 ? 若 无 奇 点 , 则 于 i, 一 0, 因 
CA 而 根据 (9.1) , X( 互 ) = 0. 因此 , 环 面 是 唯 
Cp 一 具有 上 述 性 质 的 曲面 。 事实 上 , 在 环 面 


上 无 奇 点 矢 场 的 确 存在 (如 图 ). 


10， 欧 拉 定 理 的 纯 组 合 证 明 ( 柯 西 (Cauchy)) 


网络 定义 “ 维 欧 氏 空间 里 一 个 网 络 是 由 有 限 多 点 (顶点 ) 和 
喜 线 段 ( 棱 ) 所 构成 的 ,这 些 楼 是 一 部 分 顶点 的 联 线 ,而 任意 两 条 楼 
没有 公共 内 点 。 若 一 条 楼 的 端点 是 p;, pj, 它 就 用 psp; 表示 。 

球面 上 一 个 网 络 是 有 限 多 个 点 (顶点 ) 和 大 图 弧 (楼 ) 所 构成 
的 ， 任 意 两 个 顶点 至 多 被 一 条 楼 所 联结 ， 任 意 两 条 楼 没有 公共 内 
点 ， 

引进 以 下 记号 ; 

e 一 顶点 数 ， 不 一 楼 数 ， 
f 一 连通 开 域 数 ， < = 网 络 的 分 图 数 . 
(所 谓 分 图 是 网 络 的 一 个 连通 部 分 , 它 和 网 络 其 它 部 分 不 相连 .) 

于 是 以 下 等 式 成 立 

eC 一 亡 十 f 二 1 十 c， (10.1) 

我 们 证 明 这 个 定理 时 ， 在 一 些 地 方 必须 假定 网 络 是 在 一 个 球 
面 上 (不 是 在 亏 格 <0 的 曲面 上 )。 我 们 用 到 关于 红 折 线 的 若 当 
《Jordan) 定理 ; 

车 当 定理 在 球面 上 ,每 一 条 简单 的 闭 弧 折 线 把 球面 恰好 分 
成 两 个 连通 开 域 。 此 外 ,在 折线 的 每 明 弧 的 充分 小 的 邻 域 内 , 它 丙 
侧 的 点 属于 不 同 开 域 . 

我 们 采用 对 楼 数 的 归纳 法 来 证 明 (10.1)， 

当 一 0 时 ,(10.1) 成 立 ;因为 这 时 网 络 为 。 个 孤立 顶点 所 构 
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成 ,因而 


于 是 
<e 一 4 十 /一 < 一 0 二 1 一 1 十 < 

我 们 现在 证 明 , 若 《= 二 4 时 ,(10.1) 成 立 , 则 不 一 2 十 1 时 , 它 
也 成 立 。 为 此 ,我 们 从 网 络 的 2 十 1 条 楼 中 去 掉 一 条 ,并 证 明 在 一 
切 情况 下 , (10.1) 左右 两 边 都 减 去 相同 的 数 。 但 我 们 必须 首先 引 
进 自 由 顶点 的 概念 。 网 络 中 ,自由 顶点 是 只 属于 一 条 楼 的 顶点 . 

引 理 ” 若 一 个 有 楼 网 络 8 不 含有 自由 顶点 ， 它 必 含 有 至 少 一 
条 由 0 的 楼 所 构成 的 简单 闭 弧 折线 . 

引 理 的 证 明 由 于 2 有 棱 ， 根据 假设 , 它 必 有 一 个 顶点 P 以 
及 以 p 为 端点 的 一 条 楼 pps; 因 ps 不 是 自由 的 , 必 有 以 pi 为 端点 
而 与 pzp' 不 同 的 楼 pzps。 照 此 办 法 ,就 得 到 一 系列 的 顶点 p, ps， 
……，p， 其 中 每 两 个 相 邻 顶点 都 连 成 一 条 棱 而 每 三 个 相 邻 顶点 都 
各 不 相同 . 由 于 2 里 只 有 有 限 多 个 项 点 ,我 们 迟早 要 遇 到 一 个 Ps， 
和 以 前 一 个 p, 重合 , ps 一 py 二 2 若 pP 是 所 遇 到 的 第 一 个 , 则 

PrPr+riPbr+2°* “Pr 
是 一 个 闭 的 弧 折 线 , 它 至 少 有 三 个 楼 ,这 样 ,就 证 明了 引 理 . 
现在 开始 用 归纳 法 。 

假定 对 于 《一 2 的 一 切 网 络 ,(10.1) 成 立 . 设 网 络 2 有 xz 十 1 
条 棱 . 分 两 种 情况 来 考察 : 

(1) 2 有 自由 顶点 ; 

GID) 2 设 有 自由 顶点 。 

对 于 (1) 款 ,， 设 2 为 自由 顶点 ， 它 被 一 条 楼 连 到 另 一 个 顶点 
P', 若 p' 也 是 自由 顶点， 则 去 掉 楼 pp' (保留 顶点 p, P') 以 后 , e 不 
变 , 了 不 变 , & 减 1，< 增 1。 若 p' 不 是 自 
由 顶点 , 则 去 掉 pp 后 ，c 不 变 , A 减 1， -一 一 
f 不 变 , “ 增 1. 显然 (10.1) 两 边 的 变化 了 
总 相同 。 

对 于 (GD 款 ， 没 有 自由 顶点 ， 根 据 引 理 , 有 一 个 简单 而 闭 的 


15 。 


弧 折 线 ， 岩 掉 这 个 折线 的 一 条 楼 ,。 不 变 , 记 减 1，: 不 变 ，f 减 1 
(因为 所 去 掉 的 楼 两 侧 本 来 属于 不 同 开 域 ). 这 时 (10.1) 两 边 变化 
还 是 相同 。 

这 就 完成 了 (10.1) 的 证 明 . . 
; ”利用 (10.1), 我 们 将 推 得 组 合 拓扑 学 的 两 项 经 典 结 果 ， 


11。 关 于 一 维 复 形 的 一 般 概 念 


一 个 一 维 复 形 是 有 限 多 个 元 素 ( 顶 点 ) pi, Pz,"**, ps 及 元 素 
偶 ( 棱 ) pp; 所 构成 的 ,每 个 顶点 至 少 在 一 条 棱 上 。 

一 维 复 形 的 媒人 ”已 给 一 个 一 维 复 形 C ， 若 在 = 维 欧 氏 空间 
Es 里 (或 球面 $ 上 ), 有 具 下 面 性 质 的 网 络 8 , 则 C 称 为 钥 人 EE,( 或 
5): 对 应 于 C 的 每 个 顶点 p, 有 0 的 唯一 的 一 点 p'; 对 应 于 C 的 每 条 
棱 pip;, 有 9 的 唯一 的 一 条 以 P 和 py 为 端点 的 不 相交 的 弧 折 线 . 

若 E 和 KK 表示 C 的 顶点 数 和 楼 数 ，。 和 表示 9 的 顶点 数 和 
张 折线 数 , 则 由 定义 可 知 < 一 《一 E 一 K， 

下 面 我 们 构造 两 个 一 维 复 形 ,并 证 明 它 们 都 不 能 嵌入 球面 5. 

(A) 设 复 形 4 为 五 个 顶点 pj(i 二 1 5) 和 十 条 楼 pyp;(i 
一 1], ,5,f 了 一 1,.…*,5, < 了 1 所 构成 。 假 定 它 可 以 圣人 3S, 则 
有 满足 (10.1) 的 网 络 2. 于 是 , 由 于 8 显然 是 连通 的 , < 一 1, 故 

一 2 一 (ec 一 他 ， (11.1) 
c 一 丰 一 五 一 天 一 5 一 10 一 一 5. 
把 后 式 化 人 (11.1) ,得 
1 一 2 一 (一 5) 一 7. 

设 i 表示 复 形 的 楼 和 网 络 的 开 域 的 关联 ?总 数 . 由 于 4 的 每 

条 核 在 一 个 弧 折 线 上 ,根据 若 当 定理 , 它 属 于 两 个 域 的 边界 *， 
‘= 2K. 

另 一 方面 ,每 个 开 域 至 少 有 复 形 的 三 条 楼 在 它 的 边界 上 


1) 在 这 里 我 们 实际 上 是 设想 4 就 在 S 上 ， 久 而 4 的 棱 可 以 和 8 的 一 吾 开 域 相关 联 
《 即 作 为 开 域 边界 的 一 部 分 )， 一 一 译 考 注 
*) 实际 上 我 们 所 需要 的 是 i 专 2K， 
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3 ei 
把 1 一 7?, 太 一 10 代 人 
3f i= 2K, 
得 
21 < 20， 
这 是 矛盾 的 。 所 以 复 形 4 不 能 嵌 人 球面 。 
(B) 设 复 形 B 为 六 个 顶点 pt, pz, pl, qj, q, q 和 九条 楼 piq; 
(i, i 一 1,2,3) 所 构成 .假定 B 可 以 嵌入 5, 则 S 上 有 网 络 0, 满 
足 | 
E=—6,K=m=9,f—2— (6—9)=5, 
设 i 为 复 形 的 校 和 网 络 的 域 的 关联 总 数 , 则 
i= 2K 
如 前 .不 可 能 有 三 角 域 ， 否 则 它 的 三 个 顶点 中 至 少 有 两 个 P 或 两 
个 q, 但 无 论 两 个 p 或 两 个 都 没有 楼 连接 它们 .而 三 角形 的 每 两 
个 顶点 都 是 相连 的 . 因此， 每 个 域 的 边界 至 少 有 四 条 核 : 


4f 和 *， 
把 f=5,K 一 9 代入 
4f 1 = 2K, 
得 . 
20 过 18， 
由 这 个 矛盾 可 知 复 形 B 不 能 同和 球面 ， 


不 能 嵌入 球面 的 复 形 叫做 奇 复 形 . 若 奇 复 形 去 掉 任 意 一 条 楼 
就 可 以 变 成 非 奇 复 形 , 则 奇 复 形 称 为 不 可 约 的 . 
Kuratowski 证 明了 4 和 是 仅 有 的 两 个 不 可 约 奇 复 形 . 


12。 柯 西 的 一 个 定理 
男 一 个 利用 (10.1) 可 以 推 得 的 结果 是 柯 西 的 一 个 定理 , 这 个 
定理 在 他 证 明 凸 多 面 形 的 刚性 中 起 了 很 大 的 作用 . 
已 给 球面 $ 上 不 含有 自由 或 弧 立 顶点 的 一 个 网 络 2， 我 们 把 
它 的 核 分 成 两 组 X 和 Y ,使 它们 都 成 为 网 络 。 在 8 的 每 个 顶点 ,两 
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个 相 邻 的 楼 之 问 有 一 个 介 平 0 与 ?= 各 的 角 ?, 其 中 ,两 条 棱 属 于 不 
向 组 (如 一 属于 X, 一 属于 了 ) 的 角 的 个 数 ， 叫做 该 顶点 的 级 ,顶点 
的 级 是 一 个 非 负 偶数 。 外 


设 4 为 0 级 顶点 数 , 为 2 级 顶点 数 ,Tup 一 1.2 .为 ?二 
2> 级 顶点 数 。 设 巡 为 在 一 切 顶点 的 角 的 总 数 ,，m 为 同一 组 的 楼 
所 作 的 角 数 , w; 为 不 同 组 的 楼 所 作 的 角 数 .由 于 2 没有 自由 顶点 ， 
每 一 条 棱 属 于 四 个 角 ,而 每 个 角 有 了 两 条 楼 , 故 
2& = w= w+ ws, (12.1) 
由 于 一 个 三 角形 的 三 i 至 少 有 两 条 属于 同一 组 . 
之 三 角形 个 数 一 户 。 


1) 在 这 里 ,不 相 邻 的 棱 不 认为 作成 角 ， 而 且 , 如 果 在 一 个 顶点 只 有 两 条 楼 ,它们 就 
作 两 个 角 * 这 两 个 角 之 和 是 2x. 译 者 注 
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根据 公式 (3.10),(3.2), 即 2 一 3 oj 一 3 ,可知 
np23 nor3 
28 一 3 十 4 十 5 十 一 之 3 十 4( 有 十 所 十 提 十 …) 
= 3f+ 4(f—)= 4/— 24 wi, 


把 这 式 和 (12.1) 相 加 , 得 
入 守 4f 十 wp， 


或 四 
wi 4( 一 从 . (12.2) 
根据 (10.1), 《一 J 一 ce 一 1 一 ce 一 2， 代 入 (12:2)， 
得 四 
wa < 4e — 8, (12.3) 
根据 定义 
wm = 28 + >) (2 + 2n)T,, (12.3) 
而 顶点 总 数 


c< 一 wa 十 6 十 >T， 


nl 


合并 (12.3) 和 (12.3’), 并 把 上 式 代 入 ,得 | 
2 + D124 2n)T, S40+ 48+4 DT,— 38. 


: nl nl1 
整理 后 得 

2c 十 B 志 4 十 >) (一 DT 4. (12.4) 
， nl 

级 数 宇 4 的 顶点 (由 于 明显 的 原因 ) 叫 做 交叉 点 。 不 等 式 (12.4) 表 
明 ， 若 把 s 上 一 个 网 络 8 的 楼 分 为 两 组 X 和 Y， 至 少 有 两 个 顶点 


这 个 定理 和 关于 5$ 上 矢 场 的 奇 点 总 数 的 定理 有 相似 处 ， 


13， 德 瓜 公 式 
我 们 将 建立 并 证 明 欧 拉 定理 到 ” 维 的 推广 . 为 此 , 我 们 先 把 
证 明 二 维 情形 的 欧 拉 定理 时 所 用 到 的 概念 和 引 理 加 以 推广 。 在 勒 
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让 德尔 和 施 泰 因 内 尔 的 证 明 里 ， 我 们 论证 了 涉及 球面 和 平面 三 角 
形 的 诸 角 和 的 定理 。 这 些 定理 可 以 推广 到 维 空间 , 其 结果 是 优 
美的 ,但 不 那么 为 人 所 熟知 . 

有 一 个 为 德 瓜 《de Gua，1783) 所 发 现 的 ， 把 四 面 形 的 立体 
角 和 二 面 角 联系 起 来 的 公式 . 

设 oi(i 一 1, 2, 3, 4) 表示 四 面体 在 顶点 的 立体 角 ( 三 面 角 )， 
而 Bi(i 二 1, 2, .…, 6) 是 两 面 角 . 以 顶点 为 中 
心 作 么 球面 ， 则 三 面 角 在 球面 上 所 含 的 面积 可 
以 用 来 作为 立体 角 的 测度 ， 二 面 角 则 按 通 常 方 
法 去 度量 ,因而 等 于 一 个 球面 角 , 如 图 所 示 . 根 
据 关 于 球面 三 角形 三 角 和 的 定理 ( 见 第 2 节 )， 


对 于 每 个 顶点 ， 
x 十 o= 586, (13.1) 
右边 的 和 是 对 第 i 个 顶点 的 三 个 楼 所 取 的 . 
对 于 一 切 顶 点 取 总 和 , 则 因 每 个 二 面 角 出 现 于 两 个 顶点 ,得 
Za 一 226 一 一 4r。 
除 以 4r, 就 得 德 瓜 公式 


1 1 
pe pn > 一 1 。 (13.2) 


若 改 变 度量 单位 ， 以 整个 球面 所 含 的 立体 角 为 1， 而 以 两 个 
作 2x 角 的 平面 所 作 的 两 面 角 为 1, (13.2) 可 以 写成 较 对 称 的 形状 
Ze 一 28 一 一 1 (13.2’) 
着 更 进一步 ， 人 为 地 对 应 于 四 面 形 的 每 个 面 赋予 一 个 角 7， 
(i==1, 2, 3, 4)，7; 一 1/2〔 这 是 以 该 面 任意 点 为 中 心 的 一 个 内 
半球 面 ?所 合 的 立体 角 ), 再 对 应 于 四 面体 内 部 赋予 另 一 个 角 5 一 1 
(这 是 以 任意 内 点 为 中 心 的 内 球面 所 含 的 立体 角 ), 则 (13.2) 可 以 
写成 更 加 对 称 的 形状 


1) 所 谓 “ 内 球面 "或 “内 半球 面 ? 是 指 含 在 四 面 形 里 的 球面 或 半球 画 ， 一 一 详 者 注 
下 320 


>Zau 一 2 二 DY 一 > 一 0. (13.2”) 
写成 这 个 形状 时 ,这 公式 最 容易 推广 到 = 维 ， 


14。 2” 维 单 形 定义 


设 在 = 维 欧 氏 空 间 BE。 里 ,已 给 ”十 工 个 点 ,它们 不 在 维 数 小 
于 >” 的 线性 空间 里 ,我 们 引进 以 下 的 坐标 系 : 取 所 给 4 十 1 个 点 
之 一 为 原点 0, 则 E, 的 每 一 点 涛 可 以 写成 其 余 # 个 点 a1,22,*……， 
ay 的 线性 组 合 


mn 
X= >) ajXis 
i=1 


其 中 五 为 实数 。 坐 标 满足 不 等 式 
全- p= 1,2,...,7, 


Plz, 1 (14.1) 
v=1 


的 点 的 集合 叫做 以 0O, at, a2,.…* ,an 为 顶点 的 4 维 单 形 . 
满足 不 等 式 (14.1), 但 其 中 至 少 有 一 个 等 式 成 立 的 点 ,构成 单 
形 的 边界 , 它 含 有 = 十 1 个 面 ((w 一 1) 维 单 形 ) ,每 个 面 在 一 个 超 
平面 (sw 一 1) 维 线性 空间 ) 上 、. 
经 过 空间 一 点 ， 取 ”十 1 个 超 平 只 
面 分 别 平 行 于 单 形 的 面 所 在 的 超 平 
面 ;为 方便 起 见 ， 可 以 取 0 为 那个 点 . 
每 一 个 这 样 的 超 平面 Pi,i 一 1,2， 0 
…, 妇 十 1, 把 空间 分 为 两 半 . 对 于 经 
过 0O 的 每 一 个 忆 ， 含 单 形 在 内 的 那 半 
个 空间 叫做 正 半 空间 , 男 一 半 叫 做 负 半 空间 ;对 于 剩 下 的 不 经 过 0O 
的 那个 P; 则 相反 , 含 单 形 在 内 的 那 半 个 空间 叫做 负 半 空间 ， 男 一 
半 叫 做 正 半空 间 "”。 
引 理 ! 空间 没有 一 个 点 是 在 经 过 0 的 所 有 超 平面 PB 的 正 
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1) 对 于 单 形 各 面 所 在 的 超 平面 ， 则 含 单 形 在 内 的 那 半 个 空间 是 正 半空 间 ， 另 一 半 
是 负 半 空间 .一 一 译 者 六 
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(或 负 ) 侧 的 . 
引 理 1 的 证 明 各 个 经 过 口 而 含有 单 形 一 个 面 的 超 平面 的 正 
半空 间 由 不 等 式 


xD 0, y= 1,2,-"*、, 7 (14.2) 
确定 ,平行 于 剩 下 那个 面 的 超 平面 的 正 半空 间 由 不 等 式 
， 位 t+» <0 (14.2’) 
确定 ， 显 然 (14.2) 和 (14.2') 是 不 能 同时 满足 的 . 证 毕 . 


单 形 的 (* 一 ”个 面 的 交集 是 单 形 的 一 个 > 维 腔 . 对 于 这 样 
一 个 > 维 腔 ， 我 们 赋予 一 个 立体 角 如 下 : 以 0 为 中 心 作 (x 一 DD) 
维 么 球面 ， 经 过 O 且 平行 于 那 (x 一 ”) 个 超 平面 的 正 半 空间 的 交 
集 确定 么 球面 的 一 部 分 ， 这 部 分 的 立体 角 就 是 7 维 腔 的 立体 角 . 
(选择 立体 角 的 单位 ,使 整个 球面 的 立体 角 是 1.) 

引进 下 面 诸 函数 方 : 

当 故 在 已 正 侧 时 ,万 ( 瑟 ) 一 1 否则 (RX) 一 0. 

令 S 一 1 表示 (n 一 1) 维 么 球面 的 总 面积 . 

设 mw 为 赋予 P; , Pi,,.…, Pi,_， 的 交集 的 (立体 ) 角 。 根 据 定 
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其 中 积分 的 范围 是 整个 (> 一 1) 维 么 球面 . 
设 cr 为 一 切 ” 维 腔 的 角 之 和 , 即 o 一 Zo 
本 节 的 引 理 T, 通 过 函数 jX) 来 表达 ,就 是 :对 于 一 切 姑 ,乘积 


TCX)=0, [I G—#£(X)) = 0. 


把 第 二 个 乘积 展开 ,由 于 第 一 个 乘积 恒 等 于 零 , 得 
1— Sf Dffi, tt ot (oh, = 0. 
(14.4) 
在 (” 一 1) 维 么 球面 上 逐 项 积分 ,利用 (14.3) 以 及 or 的 定义 ,得 
。 232 。 


六 (一 1)"co 一 0 
这 个 证 明 是 庞 加 莱 (Poincare) 所 给 出 的 。 
对 于 退化 情形 , cv,_, 一 羡 ln 十 1), os 一 1, 故 得 系 理 


Do (1). 


15。 2 维 凸 多 面 形 的 欧 拉 示 性 数 


一 个 =” 维 凸 多 面 形 是 一 个 凸 点 集 , 它 的 边界 是 有 限 多 个 
(” 一 DD 维 凸 多 面 形 所 构成 的 ,其 中 每 两 个 (> 一 1) 维 凸 多 面 形 或 者 
没有 公共 点 ,或 者 有 一 个 公共 的 +(r < ”) 维 腔 . 

已 给 一 个 =” 维 凸 多 面 形 , 取 其 中 一 个 > 维 腔 (r 委 内。 并 以 它 
的 一 点 为 中 心 作 一 个 =” 维 球 。 我 们 赋予 该 " 维 腔 一 个 角 , 等 于 该 
2 维 球 在 多 面 形 内 部 的 ” 维 立体 角 . 

用 or 表示 一 切 ” 维 腔 的 角 之 和 . 

用 er, y 一 0,1,…,#， 表示 一 个 # 维 由 多 面 形 了 的 7 维 腔 
数 . 作 为 了 的 示 性 数 X(P) 的 定义 ,我 们 令 

x(P) 一 DH) (~—1)e. (15.1) 


r=0 


(这 是 三 维 空间 欧 拉 示 性 数 的 自然 推广 .) 

用 8 表示 一 个 * 维 球 . 

设 5 为 ( 凸 ) 7 维 腕 ,其 内 部 细 分 为 > 维 腔 . 设 ,表示 其 * 维 
元 素 的 个 数 ，*e* 表示 其 内 部 的 : 维 元 素 的 个 数 . 作为 定义 , 令 


xX(C) = > (—1)e, XC) = D1)e’(r > /0), 
(15.2) 

所 谓 一 个 + 维 凸 多 面 形 的 重 分 ， 是 指 对 于 它 的 (> 一 1) 维 腔 
共有 如 下 性 质 的 重 分 : 若 两 个 (> 一 1) 维 腔 有 一 个 公共 的 : 维 腔 ， 
则 那 两 个 (> 一 1) 维 腔 的 重 分 在 这 个 : 维 腔 上 必须 是 一 致 的 . 设 
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P 表示 P 的 一 个 重 分 。 
作 了 如 上 准备 之 后 ,我 们 叙述 下 面 四 个 定理 ,并 将 加 以 证 明 : 


GD x(5) 一 1 十 (一 D"， 
其 中 x(8) 是 > 维 球面 上 任意 网 络 的 示 性 数 ， 
(I1) xX(C’) 一 1， 

(ID X(C') = (—1)", 
GV) x(P) 一 x(P). 


我 们 将 对 (1) 和 (ID) 同时 采用 归纳 法 来 证 明 这 四 个 定理 。 

当 + 一 1 时 ,容易 验证 ,(D ,(HD 都 成 立 . 

假定 (D ,(ID 对 于 一 切 + 二 # 成 立 ,我 们 将 证 明 ,对 于 + 二， 
(D,GD,(GID,GV) 都 成 立 . 

已 给 一 个 4+ 维 腔 ,用 «表示 对 它 的 一 个 7 维 腔 所 赋 于 的 角 , 而 
Y 一 广 一 。 表 示 其 对 应 的 外 角 ; o, 是 > 维 腔 的 角 的 和 ， 令 为 
r 维 腔 的 外 角 和 (rs_, 一 0)， 

令 

g 一 六 (一 Dro， 工 一 by (—1)",. 


r=0 


引 理 让 对 于 每 个 4 维 凸 腔 ， 


1 + (—1)" 
2 3 


9 二 工 一 (15.3) 


0 一 0. (15.4) 
引 理 开 的 证 明 取 7* 维 山 腔 的 一 切 ?r 维 腔 的 角 之 和 , 注意 按 


定义 7 一 去 一 “得 


故 ( 直 于 on = 1) 
0= bp (—1)’o, 
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-S(t = 一 zj+ (一 D 


一 六 六 (一 1)rer 一 5 (—1)’7, 十 (—1)". 


但 一 个 4 维 凸 腔 的 边界 可 以 看 作 一 个 (n 一 1) 维 球面 上 的 一 个 网 
络 , 所 以 


9 一 广 X(S 0 一 下 十 (一 Dr。 


按 假定 ,对 于 7 一 ”一 1,(D 成 立 , 故 
2+T= 王 G+(D9+(-D" 一 二 (L+(-D9， 


这 就 证 明了 (15.3). 

把 w 维 凸 腔 的 w 一 1 维 腔 重 分 为 单 形 ( 由 下 面 运 用 归纳 法 的 过 
程 中 可 以 看 出 ,这 样 的 重 分 是 可 能 的 ). 在 (x 维 腔 的 ) 一 个 (n 一 1) 
维 乃 C' 内 任意 7 维 腔 (7 委 ， 二») 的 角 一 o, 即 C" 的 角 ; 由 于 已 
经 假定 (ID 对 于 + <» 成 立 ，C "上 的 ?7 维 腔 对 9 提供 的 值 = 
Xx(C')g, 一 (一 1)'a,, 即 C’ 对 0 提供 的 值 ;因此 ,经 过 边界 的 重 分 ， 
0 不 变 . 

在 这 个 经 过 重 分 的 = 维 腔 的 内 部 取 一 点 ， 并 把 它 连 到 经 过 重 
分 的 边界 上 的 一 切 顶 点 ,就 把 7 维 山 腔 重 分 成 单 形 ， 

经 过 重 分 后 , 取 任 意 一 个 单 形 , 在 原 4 腔 边 界 上 , 单 形 的 一 个 
r 一 1 维 腔 和 那个 内 点 构成 的 7 维 腔 叫做 一 个 外 7 维 腔 。 若 用 。。 
表示 单 形 的 内 部 > 维 腔 数 ,用 e# 表示 外 7 维 腔 数 , 则 


co 一 1，cr 一 ef 1 rn., (15.57 
根据 (14.5) ,对 于 每 个 单 形 ,(15.4) 成 立 , 即 
> (—1)"o, = 0. (15.6) 


由 于 每 一 个 内 部 维 腑 提供 的 角 的 总 量 是 1， 
Zior 一 er 十 co#。 
其 中 必 是 » 维 腔 重 分 后 边界 上 7? 维 腔 的 角 之 和 。 于 是 对 一 切 > 


。25 。 


维 单 形 取 (15.6) 的 和 ,就 得 
DDet Dy 0. 
把 (15.5) 代 入 (15.7) 得 
1 一 by (一 Drex 二 了 (一 Der 一 0， 


(15.7) 


(15.8) 


一 个 凸 ” 维 距 的 边界 可 以 看 作 一 个 (= 一 1) 维 球面 上 的 一 个 网 络 ， 
而 由 于 假设 了 (D 对 于 "一 ”一 1 成 立 ,(15.8 ) 的 第 一 个 和 可 代 


以 工 二 (一 D" 瑟 于 是 根据 9 的 定义 和 (15.8)， 
om Ty Ty 4 (C1), 
=1 十 (1) 一 1+ (1)=0. 
这 就 证 明了 (15.4). 


利用 引 理 也 ,可 以 对 > 一 “证 明 (ID， 
假定 把 C? 重 分 为 C7; 对 于 每 一 个 C?,(15.4) 成 立 : 


Fo. 


ree0 


设 “为 Cr 的 内 7 维 脐 数 , o 为 C" 的 + 维 腔 的 角 之 和 . 


个 内 > 维 腔 的 角 之 和 为 1, 对 一 切 ; 取 (15.9) 的 和 ,得 
De Fyor ~ 0, 
故 
A DD 
= (1)"— 0 ~ (—1)", 
这 就 对 + 一 证 明了 (I)。 
为 了 证 明 (ID ,注意 


XCC) = XC*) + Xs!) 
= (D+ (+ (一 De-D = 1 


(15.9) 


由 于 每 


为 了 证 明 (IV), 我 们 指出 : 一 个 > 维 腔 对 于 X(P) 提供 的 值 
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是 (一 1) ,而 根据 (ID ,在 重 分 后 ,同一 个 7 维 腔 对 于 X(P) 提供 的 
份额 也 是 (一 1)". 

由 于 5* 的 两 个 网 络 有 共同 的 重 分 ( 见 $ 6)，8" 上 一 切 网 络 有 
相同 的 示 性 数 。 若 对 于 一 个 w 十 1 维 单 形 的 网 络 计算 示 性 数 , 则 


7 十 2 
2 一 人 )， 7 一 0;1:……… :72， 


X(S") 一 > (—1) (i + ) 一 1 十 (一 Do 


n+2 


-Dv ir. 


r=0 


这 就 证 明了 (1) ,而 归纳 完成 . 


16. ” 维 球 单 形 


设 已 给 一 个 半径 为 R 的 = 维 球 以 及 ” 士 1 个 经 过 它 的 中 心 的 
起 平面 ,每 一 个 超 平面 P 把 整个 空间 分 成 两 半 ， 指定 其 中 任意 
一 半 作 为 正 半 空间 , 另 一 半 为 负 半 空间 . 

令 函数 有 ;的 定义 如 下 : 

当 闫 在 PB 正 侧 时 1 1 

ww Xx 不 在 忆 正 侧 时 | 1 一 to， tl 
满足 (XX) 一 -… 一 fon 站) 一 1 的 点 在 球面 上 的 闭 包 叫 做 一 
个 4 维 球 单 形 .球面 上 满足 j(X) 一 … 一 /oa(X) 一 0 的 点 构 
成 男 一 个 球 单 形 , 它 和 前 一 个 成 为 对 极 关系 ,因而 它们 全 等 . 

在 球面 上 , P,P,,…, Pi,_, 等 # 一 + 个 超 平面 确定 球 单 形 
的 一 个 > 维 腔 . 这 个 单 形 扩 的 定义 是 
< CDHCD 和 -Cas， (16D 
其 中 c, 是 常数 ， CR* 是 7 维 球 的 表面 积 . 

考虑 乘积 

(1 AXDG RD: fxX)). 

当 姑 是 在 那个 对 极 单 形 内 时 , 它 的 值 是 1, 否 则 它 的 值 是 零 . 若 用 


a 7 * 


or 一 一 一 一 


4 表示 球 单 形 的 面积 (一 对 极 单 形 面积 ) . 则 


J —AX)O— XD fon X)as 一 4,. 
逐 项 积分 ,得 
[~— BH) + EHXNAX) + 
+ (—1)°"Df (KX) KX). (X) 
+ ("th(X)X)..- 
十 fr(KX))as = A,, (16.2) 
由 于 当 汪 是 在 球 单 形 内 时 ,天 (X)…j,,( 尖 ) 等 于 1, 否 则 等 
于 0, 积 分 |(X)…fon(X)4s 一 4,. 因此 ,(16.2) 可 以 写成 


CsR” p> (—1)’o= (1+ (~—1)")A,. (16.3) 


r=s0 


我 们 分 两 款 来 考察 : 
G) + 是 偶数 ， 
(ii) ”是 奇数 . 
采用 以 前 的 记号 ， 
@ 一 > (—1)’o,, T= 3 (—1)’'r,, 
则 在 (i) 款 (16.3) 可 以 写成 
CiR'Q 一 24 
或 
CE (16.4) 
可 以 用 表示 (16.4); 把 (16.4) 代入 (15.3), 得 


2 了， 
TE ti=1. 


根据 4 的 定义 ,把 它 写 成 积分 ,最 后 恒等式 可 以 写成 


ds CC， ， 
JF 十 了 一 本 ， (16.5) 
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其 中 积分 范围 是 球 单 形 。 这 是 关于 球 单 形 的 高 斯 - 崩 尼 (Gauss 
Bonnet) 公式 。 
在 (ii) 款 , > 是 奇数 ,16.3) 和 (15.3) 给 出 
台 一 了 一 10. (16.6) 
上 面 的 推导 是 庞 如 莱 的 。 他 利用 (16.4) 和 (16.6), 并 令 R 一 
2 以 得 到 《15.4). 


利用 (16.4) 和 (16.6), 容易 把 勒 让 德尔 关于 欧 拉 公 式 的 证 明 
推广 到 ”= 维 。 
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第 -二 章 
初等 微分 几何 选 讲 
1 曲率 
设 XC) 二 (xz(D，?(D。 zx(D) 为 三 维 欧 氏 空间 一 -条 曲线 的 参 
数 方程 ;假定 函数 x(z)，y(), z(z) 有 连续 二 阶 导 函 数 . 按 以 下 方 
法 作 X(z) 的 球面 象 : 设 XX(%) 为 曲线 XX(z) 上 的 任意 点 ,过 原 
点 作 有 向 半 线 平行 于 曲线 X(:) 在 X() 的 有 向 切线 , 取 这 条 半 
线 和 以 原点 为 中 心 的 么 球面 的 交点 作为 X(n) 的 球面 象 ; 令 + 变 
化 ,就 得 到 X(z) 的 球面 象 , 由 曲线 X(z) 的 可 微 性 可 知 它 的 球面 
象 有 连续 一 阶 导 函 数 。 
引进 曲线 着 从 它 上 面 一 个 圈定 点 量 起 的 弧 长 ， 作 为 参数 ,车 
Au 表示 球面 象 上 在 。 和 * 十 As 之 间 的 弧 长 , 则 极限 
im A 一 Se ~ ks) 


ar-0 人 
存在 ,不 就 思 做 曲线 兴 在 *。 的 绝对 曲率 或 简称 在 * 的 曲率 . 
两 点 4 和 5 之 间 的 总 曲率 是 球面 象 的 长 ， 
及 一 [ kds = 人 da. 
一 条 平面 曲线 ? 的 球面 象 显然 是 在 一 个 大 圆 上 。 可 以 规定 这 
个 大 圆 的 一 个 正 向 : 当 曲 线 在 * 的 切线 到 它 在 :十 As 的 切线 是 
沿 正 向 ( 即 反 时 针 方 向 ) 转 动 时 ，Ac 是 正 的 ,反之 Ac 是 负 的 . 
乞 -和 代 一 所 
ds ! 
叫做 曲线 的 有 向 曲率 。 显然 | 名 | 一 一 绝对 曲率 . 
对 于 三 维 空间 曲线 ,用 u(s, ss) 表示 在 ”和 在 s; 的 团 失 之 间 
1) 假定 平面 曲线 是 在 一 个 有 向 平面 上 例如 在 zy 平面 上 .一 一 详 痢 注 
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的 角 ,0<u(si,s) 专 x。 这 个 角 等 于 么 球面 上 XX(5) 和 XX(s,) 的 球 
面 象 之 间 的 球面 距离 。 由 于 大 圆 弧 是 短程 线 ， 


u(s1, 2) < 站 Rds. (1.1) 


着 曲 线 总 曲率 <x, 则 只 有 当 X 是 平面 曲线 , 而 且 切 线 转动 的 方向 
不 变 ( 即 总 沿 正 向 或 总 沿 反 向 ) 时 ,等 号 才 成 立 . 
对 于 平面 曲线 , 取 多 如 上 , 则 当 s 到 ”的 总 曲率 二 x 时 ， 


u(s1, $2) 一 | kds. (1.1) 


引 理 1 若 两 条 平面 曲线 世 (?) 和 XY(s) 满足 条 件 : 

(a) 对 于 一 切 * 值 ,它们 有 相同 的 曲率 ， 

(b) 对 于 一 点 wo 万 (%) 一 筷 (@)， 大 (ao) 一 下 (Co), 刚 对 于 
一 切 : 值 , 太 (*) 一 %(s), 即 两 条 曲线 重合 . 

证 明 ”由 于 曲率 等 于 切线 和 x 轴 所 作 的 角 的 导数 ， 由 (a) 可 
知 , 对 于 一 切 s 值 ， tan !(%/) 一 tan 1( ya/ 2 ) 。 由 此 得 知 太 / 因 一 
AE 但 1 十 兴 一 Ea 十 党 二 =—1] , 故 在 任意 点 5 方程 

成 ,一 一 大 ，， 大 ,一 一 着， (1.2) 

中 之 一 必 成 立 。 由 于 矢量 着 ,, 头 ， 总 不 是 零 , 若 (1.2) 中 一 个 方 
程 对 于 * 的 一 个 值 成 立 ， 它 必然 对 于 一 切 * 值 成 立 ; 但 根据 (b)， 
着 (a) 一 着 ,(50), 故 对 于 一 切 s, 下 (5 二 总 (5) 成 立 . 把 这 个 方 
程 积分 , 并 利用 (b) 中 的 初始 条 件 站 (oa) 一 向 (o) ,我 们 就 证 明 
了 引 理 工 

我 们 指出 ,对 于 三 维 空间 曲线 ， 曲率 相同 并 不 表明 曲线 全 等 

定理 A ( 舒 尔 (A. Schur)) 设 C 和 C' 是 长 度 都 等 于 1 的 
两 个 弧 , 其 端点 依次 是 4, b 和 a'， ba d' 一 ab” 表示 端点 
间 的 距离 ;再 令 ke) 和 (5) 依次 表示 C 和 C' 的 曲率 , 其 中 s 
是 C 和 C' 依次 从 a 和 a* 量 起 的 弧 长 ， 若 C 为 平面 曲线 , 它 和 联 
接 两 端点 的 弦 一 起 构成 一 条 简单 凸 曲线 , 和 而且 对 于 每 个 * 值 (0 二 
s 0), KC) SK) ,NN 

9 之 dy; 
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其 中 等 号 成 立 的 充 要 条 件 是 C = C'. 
证 明 ( 施 米 特 (E. Schmidt)) 由 于 C 有 连续 转动 的 切线 , 必 
有 一 点 na, 0 二 s 二 1， 在 那里 , C 的 切线 平行 于 连接 a, b 的 弦 ; 
令 这 点 为 p。 
据 假 设 , C 和 连接 a,b 的 弦 一 起 构成 一 条 简单 闵 凸 线 ， 所 以 
C 在 * 点 和 那个 终 所 作 的 角 是 * 的 单调 函数 ,因而 它 在 0<*<s， 
5 过: 过! 两 弧 上 的 变化 都 过 x<。 于 是 可 以 应 用 (1.1): 
us， 5) 一 人 R(s)ads 
应 用 (1.1) 于 C': 
ws 5) < I ts)asl, 
但 据 假 设 ,(s) 三 《(s), 故 
us, °) Su(s, $). 
取 两 边 的 余弦 , 则 ( 因 cos6 在 0 与 < 之 间 是 递减 的 ) 
cosu'(s1, §) 之 costx(r s). (1.3) 
从 0 到 1 取 (1.3) 两 边 积分 .右边 积分 等 于 弦 ab 在 曲线 C 在 
Pp 点 的 切线 上 的 投影 ， 而 由 于 这 个 切线 平行 于 ab, 这 个 积分 等 
ab 一 4。 左边 积分 等 于 弦 ab' 在 曲线 C' 在 p' 点 (对 应 于 C 上 的 
p) 的 切线 的 投影 长 心 ， 故 姑 过 ab' 一 4。 由 于 积分 后 (1.3) 的 
不 等 号 保持 不 变 ,可 知 


，0 委 和 |。 


d' 之 4d， (1.4) 

不 等 式 (1.4) 中 的 等 号 成 立 的 充 要 条 件 是 : 

(a) (1.1) 应 用 于 C' 时 ,等 式 成 立 , 这 表明 ap 和 fr 是 平 
面 星 。 

(b) 在 (9) 过 有 (s) 中 , 等 号 对 于 一 切 * 成 立 , 即 对 于 一 切 
ss RCs) = ks). 

(0) ed 

根据 引 理 工 , 平面 曲线 曲率 相等 表明 曲线 全 等 .因此 ,由 (4) 和 
(b) 可 知 aP 兰 ap,PB' 之 pb。 我 们 要 证 明 sp 和 区 ;在 同一 个 
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平面 上 。 

假定 2D 和 的 ' 在 不 同 平面 上 , 则 它们 在 p 的 公 切 线 必须 和 
两 平面 的 交 线 重合 。 但 根据 (c),C' 在 p 的 切线 必须 平行 于 弦 
xb， 因而 sw 和 b 都 必须 在 两 平面 的 交 线 上 ， 这 表明 弦 ab' 和 弧 
2p 相交 于 Pp， 由 于 a 人 Pp 兰 纪 ， 我 们 可 以 把 C' 作 则 体 运动 ,使 
sp 和 如 重合 ,于 是 a 和 a,p 和 Pp 重合 ,C 和 C’ 在 p 一 p 的 急 
线 重合 ;又 由 于 弦 ab 平行 于 在 的 切线 ,它们 也 必须 重合 , 因而 弦 
ab 和 C 相交 于 p。 这 同 假设 C 和 ab 构成 简单 闭 四 线 矛 盾 。 

于 是 证 明了 C' 是 平面 曲线 ,因而 根据 (b) 和 引 理 1，C<C. 


2， 施 瓦尔 茨 的 一 个 定理 


我 们 应 用 定理 A 来 证 明 HH. A. 施 瓦尔 茨 (Schwarz) 的 一 个 定 
理 。 

设 已 给 两 点 wb, 其 间距 离 是 ab' 一 4 。 和 车 选择 一 个 值 r 写 
4/2, 就 可 以 作 一 个 半径 等 于 7 的 圆 经 过 a 和 b。 连接 a 和 的 
两 个 圆 弧 ;一 优 一 劣 ,都 有 常 曲率 1/7. 

现在 考虑 连接 a',b’ 而 曲率 t(9) 和 1/r 的 一 切 曲线 C'. 施 瓦尔 
茨 的 一 个 定理 断定 : 这 样 的 一 条 曲线 C' 的 长 ! 或 者 < 连接 * 和 
b'， 半 径 为 7 的 贺 的 劣 弧 之 长 ,或 者 之 优 弧 之 长 ， 

证 明 若 /> 2x7, 则 1 当然 宇 优 弧 长 , 因此 可 以 只 考虑 !< 
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2zyr 的 情况 . 设 在 半径 为 > 的 辆 上 取 两 点 as, b, 使 得 圆 上 两 弧 之 一 
2 一 1, 并 取 这 段 弧 为 定理 A 中 的 C， 由 (1.4) 可 知 6 之 a5’ 二 
lz。 这 表明 , 弦 ab' 比 弦 ab 更 接近 圆心 ;而 这 又 表明 优 牟 sb 之 长 


<< 优 弧 ab 之 长 ， 劣 弧 sb 之 长 宇 劣 绕 ab 之 长 .但 连接 as 和 b 的 
两 弧 之 一 的 长 =1. 帮 上述 结 论 正好 是 施 瓦尔 世 定 理 的 论断 . 证 毕 . 


3， 关 于 圆 的 一 项 最 小 性 质 


现在 讨论 以 下 问题 : 已 给 正常 数 如 。 问 两 端点 重合 ， 而 曲率 
ks) 满足 不 等 式 《(s) 过 如 的 一 切 曲 线 中 ， 哪 -- 条 有 最 短 的 弧 
长 ? 这 个 问题 是 由 一 个 物理 课题 引起 的 , 那 就 是 。 如果 要 把 -条 
金属 线 两 端 结 到 一 起 而 不 折断 它 〔 即 曲率 不 能 超过 一 定 限度 名 )， 
这 条 金属 线 至 少 要 有 多 长 ? 

我 们 将 证 明 ,这 条 曲线 是 半径 为 1/ 名 的 圆 , 为 此 ,假定 有 一 -条 
曲线 C', 它 的 弧 长 1 二 2x/ 心 ,满足 规定 条 件 。 设 a, b 为 半径 等 于 
1/ 名 的 融 上 两 点 ,而 且 a,b 所 定 的 两 个 弧 之 一 ab 一 1， 取 这 个 弧 
作为 定理 A 的 C， 该 定理 的 条 件 是 满足 了 的 ，C 是 凸 曲线 而 且 有 


常 曲线 包 宇 《(:), 于 是 4 二 ab 过 C 的 端点 的 距离 一 0。 但 在 


1 一 2x/ 的 假设 下 ,a,b 不 能 重合 , ab > 0. 故 那样 的 出线 C' 不 
存在 .这 就 证 明了 半径 为 1/& 的 圆 的 最 小 性 质 ， 
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4 名 项 定理 


在 平面 上 取 两 条 简单 闭 凸 线 Ct:，C,， 它 们 有 相同 的 周 长 

Li 一 工 ; 一 上 . 在 两 曲线 上 各 取 任 意 点 为 弧 长 * 的 始点 , 则 在 两 曲 

线 的 点 之 疗 建立 了 一 宗 一 一 对 应 关系 . C, 和 Cs 的 曲率 8(s) 和 

e(s) 是 :的 连续 周期 函数 , 周期 为 二， 由 于 简单 闭 凸 线 的 总 曲率 
是 2x?， 


(CD) ~ Ras = | Ras 
| | 
一 人 RP)ds = 2r — 2x = 0, 


由 此 可 知 ,如 果 不 是 外 (9) = 太 ( 人 ), 即 Cs C;, 则 (5) 一 (5) 
在 某 些 地 方 一 定 要 变 号 . 

我 们 将 证 明 : ”除非 两 条 曲线 重合 (这 时 已 (?) 一 已 (9) 不 变 
号 ) ,否则 在 0<* 去 工 中 , 电 (9) 一 和 (9) 至 少 变 号 四 次 . 

证 明 现在 假定 C,，C; 不 重合 , f(*) 一 (5) 是 一 个 周期 
函数 , 所 以 如 果 变 号 的 次 数 是 有 限 的 , 则 这 次 数 必 是 偶数。 但 由 


| (Ri(s) 一 如 (5))ds 一 0, 可 知 变 号 次 数 >0, 故 只 须 证 明 不 可 能 内 


有 两 次 变 号 . 
假定 恰好 有 两 次 变 号 , 发 生 在 * 一 0 和 * 一 #0, 例如 
0 ss 时, (Gs) 全 到 ()， (4.1) 
% seLNH, XR(s) < R(). (4.2) 
在 定理 A 中 , 若 取 Ci(s),0 志 :和 5 为 C, 取 Cs(s), 0 所 
4 为 C', 由 于 Ci 是 简单 闭 同 线 ,并 根据 (4.1), 定理 A 的 条 件 是 满 
是 的 . 于 是 由 (1.4) 得 
d 之 4d， (4.3) 
其 中 
d’ = Cl(5)C(0), d= Ci(%) C0). 


.1) 证 明 见 第 7 节 。 一 一 译 者 注 . 


另 一 方面 , 由 (4.2) 可 知 , 车 取 Cs(s), so 三: 万 工 为 C, 取 
C(s), so 声 s 志 上 为 C', 定理 A 也 适用 ;但 这 时 由 (1.4) 得 到 和 
(4.3) 恰好 相反 的 不 等 式 

dd 之 d', (4.3’) 

由 (4.3) 和 (4.3) 可 知 4 一 4'， 但 这 个 等 式 成 立 的 充 要 条 件 
是 在 (4.1) 和 (4.2) 中 的 等 式 都 成 立 , 即 对 于 一 切 s, (5) 一 (5)， 
因而 根据 引 理 1, C, s C,, 与 假设 矛盾 证 毕 . 

已 给 任意 长 度 为 工 的 简单 闭 凸 线 C, 作 半径 为 工 /2x 的 圆 R， 
并 取 C 和 民 为 上 述 定理 的 Cl 和 C;。 根 据 该 定理 , (5) 一 (3) 
一 有 (s) 一 上 /2x 至 少 变 号 四 次 。 但 一 个 连续 函数 在 两 次 变 号 之 


闻 总 有 一 个 极 值 , 故 一 条 简单 闭 曲线 的 曲率 至 少 有 四 个 极 值 。 这 
个 定理 就 叫做 四 项 定理 ， 


5。 切线 不 连续 转动 的 曲线 


直到 现在 为 止 ， 我 们 的 论断 只 适用 于 具有 连续 二 阶 导 函数 的 
井 线 .这 种 曲线 我 们 将 称 之 为 1 类 曲线 。 现 在 我 们 要 把 一 部 分 结 
果 推 广 到 另 一 类 曲线 ,这 类 曲线 除 在 有 限 多 个 点 外 ,有 连续 二 阶 导 
讽 数 ,而 在 那些 例外 点 ,一 阶 导 函 数 可 能 有 驱 跃 不 连续 性 。 在 这 样 
的 点 *， 用 als) 表示 曲线 两 边 切线 所 作 的 外 角 。 这 种 曲线 就 称 为 
I 类 曲线 。 属于 工 类 的 一 条 暴 线 是 有 限 多 条 I 类 曲线 所 构成 的 ; 
它 的 球面 象 , 作为 定义 , 是 构成 它 的 那些 1 类 曲线 的 球面 象 , 加 上 
一 些 大 咒 琶 .在 两 条 I 类 曲线 相 接 处 ,作为 1 类 曲线 的 端点 , 它 有 
不 同 球面 象 , 连接 这 两 个 球面 象 的 大 贺 的 劣 弧 都 要 作为 工 类 曲线 
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球面 象 的 组 成 部 分 这些 大 圆 弧 的 长 等 于 两 条 [ 类 曲线 在 相 接 处 
两 边 切线 所 作 的 角 a。 根 据 这 个 定义 和 第 1 节 的 结果 ,可 知 


(ss 4) 之] do 一 球面 象 在 4 和 之 间 的 长 ， (5.1) 


着 | io < <，(5.0) 中 等 式 对 于 而 且 只 对 于 切线 单调 (但 不 一 定 
连续 ) 转 动 的 平面 曲线 成 立 。 球 耐 象 的 长 可 以 写成 
| so 一 人 ka Yun， (5.2) 


其 中 Ba(s) 表示 和 5 之 间 , 在 一 切 《(s) 的 不 连续 点 , 两 边 切线 
所 作 外 角 的 总 和 .由 (5.1) 和 (5.2) 就 得 定理 A 的 下 面 的 推广 : 

定理 A 若 工 类 曲线 C 和 C' 的 长 度 相 等 ,而 且 在 一 切 连 续 
点 , (1) 送 区 (s), 在 一 切 不 连续 点 , ea(s) mw(s)， 此 外 , 若 C 和 
连接 它 的 端点 的 弦 一 起 构成 简单 闭 凸 线 , 则 

d’ > a， (5.3) 
其 中 4 和 依次 是 C 和 C' 端点 之 间 的 距离 。 不 等 式 中 等 号 成 立 
的 充 要 条 件 是 (s) 二 《Co ， os) = (5), 

我 们 将 应 用 定理 A' 来 证 明 一 个 重要 引 理 . 设 C 和 G6’ 为 三 维 
空间 中 的 两 个 隅 ?。 它们 各 有 =” 个 面 , 依次 用 F。 和 F' 表示 , > 一 
1),2,，…… ,7n; 用 ps 和 gq; 依次 表示 F, 和 已 的 面 角 。 用 1,(1,) 表示 
F, 和 Fs(F; 和 F’) 两 面 的 交 线 , "一 1,2，…，” (规定 Ph 一 
F,), 它们 是 G(G') 的 楼 ; 设 1,(1,) 上 的 两 面 角 是 mw(c)。 设 0 和 
O' 依次 为 6 和 G' 的 顶点 ， 

引 理 下 设 G 和 G' 满足 下 列 条 件 : 

(a) v=1,2,. ,21 时, 9, = 9,’; 

(b) > 一 2;3 ,171 时 , 0, > 0,; 

(c) c 是 凸 的 , 即 每 条 直线 和 它 的 面 至 多 交 于 两 点 ?; 

则 
ps 之 prs 
1) 隅 (corner) 的 定义 见 下 文 ， 一 一 译 者 注 
2) 假定 直线 不 在 任何 一 个 面 上 。 一 一 译 者 注 
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其 中 等 式 成 立 的 充 要 条 件 是 (b) 中 的 诸 等 式 成 立 . 

证 明 作 平 面 P 和 G 的 一 切 校 相交 ， 但 不 经 过 0; 用 A, 表示 
P 和 1, 的 交点 ,，v 一 Do。 在 G' 的 楼 上 取 A; 点， 使 
OA 一 OA — 1,2,.. en, 

用 C 和 C' 依次 表示 以 A。 和 A; 为 顶点 的 多 边 形 ,它们 的 边 
依次 是 连接 A。 和 A,+ 以 及 A 和 As 的 直线 段 ， 2 一 1 2 
人 

由 (a) 和 我 们 的 作 图 法 ,可 知 三 角形 AuOA, 和 A 人 O'A’4, 全 
等 ， 因 而 A,Au 一 AsAsns， 根据 初等 三 角 学 ,由 (Cb) 可知 C' 在 4 
的 内 角 > C 在 4, 的 内 角 , ?一 2,3,…,n 一 1, 由 (c) 可知 C 
是 凸 多 边 形 ， 即 折线 AlA,…….A。 以 及 它 两 个 端点 的 联 线 AuA 在 
一 起 构成 简单 闭 凸 线 。 把 这 条 折线 和 折线 A'A;.…A 看 作 定 理 
A' 中 的 C 和 C…, 就 得 


AA; > A,A,。. /5.4) 
由 此 ,再 根据 三 角 学 ,就 得 
一 亲 A;O'A, 文 AuOA: 一 on， 

其 中 等 号 成 立 的 充 要 条 件 是 ws 一 地 ,> 一 2,3，…,z 一 1, 即 G 
2 G' ”证 毕 5。 

设 G, G' 为 两 个 凸 隅 ， 各 有 ”> 面 ， 丽 且 ,一 9, ?一 1,2， 
… ,wz。 把 G 的 积 1 分 为 三 组 : 

(a) 组 a > a 的 ls 

(b) 组 : om 二 oi 的 4， 

(c) 组 : ex 二 os 的 lz， 
作 函 数 1(»), 定 义 如 下 : 

若 1, 属 于 (a), 则 1(y) 一 1， 


1) 着 证 明 有 较 多 褒 错 , 译 时 作 了 订正 ,一 一 译 者 注 
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车 ,属于 (b), 则 1(v) 一 一 1， 
车, 属于 (c), 则 1(v) 一 0. 
当 »v 逐个 取 1, 2,…，。 一 1, #,1 诸 什 时, 1(v) 变 号 的 次 数 叫做 
(G, G') 的 指数 ,用 j 表示 .显然 i 是 偶数 . 
引 理 II 除非 G 之 6G',j > 4. 
证 明 由 于 i 是 正 偶数 ,我 们 只 须 证 明 i 一 0 或 i 一 2 时 ,，G 
CT。 
Qi) j 一 0 表明 (a) 或 (b) 组 是 空 集 。 若 (a) 是 空 集 , 引 理 1 
断定 wy > gw, 其 中 等 号 成 立 的 充 要 条 件 是 (b) 也 是 空 集 。 但 根 
据 假设 , 9; 一 gs, 故 (b) 也 是 空 集 。 同样 , 若 (b) 是 空 集 , 则 (a) 
也 是 空 集 . 但 一 切 棱 1 属于 (c) 组 时 ,G < G7. 
GiD j 一 2 表明: 可 以 假定 ， 对 于 介 平 1 和 ”之 间 某 个 整数 


民 


D1,2,……， 加 时 ，@, 之 aoj (5.5) 
v=m++1,m++2,.……,7n | 肝 ，@, & 0,, (5.6) 
把 1, 14,"… ,lm 诸 棱 所 构成 的 隅 作为 引 理 II 中 的 G ,而 六 ， 
2 所 构成 的 隅 作为 6', 则 根据 该 引 理 ， 
lls 并 in， (5.7) 
其 中 次 U5 和 六 Ll 依次 表示 与 1% 和 与 1m 所作 的 解 . 
另 一 方面 ,把 wn, or， 所 构成 的 隅 作为 引 理 开 中 的 
CG ,而 jos lm+2，,"**ls 所 构成 的 隅 作为 其 中 的 G , 则 按 该 定理 ， 
ln 之 XI. (5.8) 
除非 (5.7) 和 (5.8) 中 的 等 号 成 立 ， 它 们 是 不 相 容 的 。 但 若 
(5.7),(5.8) 中 的 等 号 成 立 ,两 款 中 的 G 和 G’ 必然 分 别 全 等 . 这 表 
明 本 引 理 中 的 G 和 G-" 也 全 等 。 证 毕 , 
引 理 III 对 于 证 明 柯 西关 于 凸 多 面 形 的 刚性 的 著名 定理 是 重 
要 的 . 这 定理 是 : 已 给 两 个 凸 多 面 形 PB 和 P,, 它们 的 面 之 闻 有 一 
一 对 应 关系 , 对 应 的 面 全 等 ， 而 且 按 相同 的 次 序 相 接 ， 则 对 应 的 
两面 角 相 等 , 即 P, P, 全 等 . 
证 明 考虑 叫 的 两 组 楼 ; 
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(a) 其 两 面 角 >P, 的 对 应 楼 的 两 面 角 ; 

(b) 其 两 面 角 <P, 的 对 应 楼 的 两 面 角 . 

从 书 的 一 个 内 点 把 (a) 组 的 楼 连同 这 些 棱 的 端点 作为 顶点 
投影 到 以 该 内 点 为 中 心 的 么 球面 5 上 ,就 得 到 一 个 网 络 9, 其 中 的 
楼 分 成 两 组 ,一 组 对 应 于 (a) ,一 组 对 应 于 (b)。 车 这 两 组 是 空 集 ， 
则 8 也 是 空 的 。 

根据 第 一 章 的 第 12 节 , 当 一 个 非 空 网 络 的 楼 分 为 两 个 非 空 组 
时 ,9 的 顶点 中 , 至 少 有 两 个 的 级 数 i < 4。 但 根据 引 理 IT, 在 每 
个 顶点 ,i > 4。 故 级 数 < 天 4 的 顶点 不 存在 。 由 这 个 矛盾 可 知 ，(a) 
和 (b) 两 组 中 至 少 有 一 个 是 空 集 。 但 由 已 , P 的 对 称 性 , 可 以 看 
出 , 若 把 局 , P 的 地 位 对 调 , 另 一 组 也 是 空 集 , 大 Pl 和 P, 的 对 应 两 
面 角 都 相等 . 证 毕 . 


6， 四 顶 定理 的 黑 尔格 洛 茨 证 明 


我 们 现在 叙述 由 黑 尔格 洛 茨 〈Hersglotz) 给 出 的 关于 四 顶 定 
理 的 一 个 较 简 短 的 证 明 . 

我 们 首先 不 加 证 明 地 叙述 实 变 函 数论 中 一 个 初等 引 理 ， 

引 理 IV 车 连续 函数 在 (a ,5) 节 中 没有 极 值 , 则 它 在 该 节 
中 是 单调 的 。 

现 设 简单 闭 凸 线 C 在 一 个 直角 坐标 系 里 用 (x(s), 7y(3))， 
0 < * 去 工 表示 ,其 中 工 是 周 长 . 

用 60(s) 表示 在 :的 切线 和 x 轴 所 作 的 角 , 则 

= cos0, y= sing. 
微分 第 一 式 并 把 第 二 式 代 入 , 则 因 6 一 ,得 
主 一 一。 

这 式 表明 ,多 是 连续 周期 函数 之 的 导 函 数 ， 故 它 在 周期 上 的 积分 
是 零 : 


| has = [—#11 = 0. (6.1) 


现在 假设 《(s) 除 在 一 0 有 极 小 值 和 在 ;= % 有 极 大 值 外 ， 
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没有 其 他 极 值 . 选择 坐标 系 ,使 * 轴 经 过 (x(0), (0)) 和 (x(s)， 
y(s%))。 由 于 C 是 凸 的 , * 轴 和 它 没有 其 它 交点 。 因 此 ,可 以 假设 
当 0<x < 时 ,7 0， 当 m< 一 工时 ,y() <: 0。 此外， 
根据 引 理 IV, 从 :一 0 到， 一 %,《(s) 是 单调 非 减 的 ,而 从 :一 5% 
到 s 一 工 , 它 是 单调 非 增 的 。 根据 第 二 中 值 定理 , 必 有 51,0<& 过 
wo 使 


| kas = XC0) | yds + An | ya 
= RCO)Y(E) + (so) Ey) — y(51)] 
一 [4(0) 一 k(s0) 1y(E). 


同样 ,又 必 有 8;, % 二 52 二 工 , 使 
| a = Kw) | ds + KL) | sds 
= As)y(C52) 十 RCL)LYCL) — »(8,)] 
= [X(s0) — XL)IY(E,) = [R(s0) — «(0)]y(8,). 
把 最 后 两 结果 相 加 ,就 得 
|, Kyas ~— [RC0) 一 人 JICGED — 7(8)], (6.2) 
而 根据 (6.1), 最 后 一 式 是 零 . 但 (6.2) 右边 第 一 因子 不 等 于 零 ， 
除非 max%(s) 一 mink(s), 即 《(s) 是 常数 。 按照 5 和 5; 的 选择 ， 
第 二 因子 总 是 之 0。 改 它 们 之 积 不 可 能 是 零 . 于 是 《(s) 尖 常数 和 
只 有 两 个 极 值 的 假设 之 间 产 生 矛 盾 . 证 毕 . 
四 项 定理 对 于 一 切 简单 闭 曲 线 成 立 ， 但 我 们 不 去 让 明 这 个 推 
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7， 简 单 闭 曲 线 的 总 曲率 


在 第 4 节 里 ,我 们 曾 用 到 了 简单 闭 凸 线 的 总 曲率 等 于 2x 的 事 
实 。 现在 我 们 将 证 明 一 个 更 一 般 的 定理 : 若 简单 闭 曲 线 C 是 正 
向 的 ( 即 它 所 包围 的 域 总 在 切线 左 侧 ), 则 它 的 总 曲率 

人 hds 一 但 4d0 = 2x。 (7.1) 
其 中 如 是 C 的 有 向 曲率 , 9 是 它 的 切线 和 zx 轴 所 作 的 角 、. 

证 明 对 于 0 委 a<m 委 工 用 7(a,o) 表示 由 C(a) 到 
C(2) 的 矢量 的 辐 角 . 由 于 C 没有 多 重点 , 它 的 切 矢 又 是 连续 的 ， 
在 V(s, 5) 的 定义 域 的 闵 包 上 ,7(c， 5) 是 连续 的 。 取 C 的 一 
条 切线 , 使 C 除 切 点 外 整个 在 切线 上 方 , 并 取 一 个 切 点 为 一 0。 
由 于 C 是 正 向 的 ,在 C(*) ,切线 方向 如 附 图 所 示 。 


$2 


A 
s=0 $1 


在 右 图 中 的 三 角形 上 , V(s, ss) 是 确定 而 连续 的 ， 由 于 连续 矢 场 
的 辐 角 绕 一 个 闭路 的 总 变化 是 零 , 可 知 
全 d0 = 人 2 一 | 十 人 26， 


其 中 A, B， D 依次 表示 C51, :) 一 (0,0),(0, L),(L, L). 由 于 曲 
线 C 在 C(0) 的 切线 和 x 轴 方 向 一 致 ,0<V(0,s) 委 r, 因 而 当 * 


由 0 变 到 时 ,49 一 <， 同样 可 以 看 出 |，49 一 =。 相 加 ,就 
得 到 (7.1). 
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8 一般 闭 曲线 的 总 曲率 


由 (7.1) 可 知 ,对 于 平面 闭 曲 线 , [tds 一 | La tds 
~ 24， 现 在 我 们 要 证 朋 , 对 于 一 切 闭 曲 线 ,不 等 式 
| te > 2 (8.1) 


成 立 , 即 任意 闭 曲线 的 总 曲率 宇 2x. 

已 给 任意 千 长 为 工 的 1 类 曲线 (x(s), y(s), 2(5)), 0 < :和 
了 上 , 落 虑 它 的 球面 象 SCs) = (#(5), 9(5), #2(5)),0 :1 ;S50) 
是 可 求 长 的 球面 闭 曲 线 . 此 外 , 由 于 *, y, xz 是 * 的 周期 函数 , 周 
期 等 于 工 ， 


人 Su = | ez， JJ， 2(5))ds 一 0。 (8.2) 


引 理 V 在 姑 维 空间 里 ， 已 给 名 个 矢量 丰 ， XI, 满 
足 | : 


天 

Da =C, (8.3) 
其 中 a 是正 数 ， 则 可 以 从 所 给 《个 矢量 中 选 出 # 个 郑 ,， 芒 ,， 
“和 2 个 正 数 bi, bi, “> 2 ,使 得 


n 友 给 大 
DY oR = Dy al, 2 b= Fa, 
j=1 


i=1 i=1 i=1 


而 且 
nm+1, (8.4) 


证 明 ”我 们 将 通过 对 & 的 归纳 法 来 证 明 引 理 V. 当 和 一 1 时 ， 
引 理 成 立 . 假定 引 理 V 对 于 一 蕊 《志和 成立, 我 们 要 证 明 它 对 于 
一 如 十 1 也 成 并。 

若 名 过 m, 则 因 一 加 十 1 满足 (8.4)， 只 须 令 ;一 ]， 
5 一 qj, 了 一 1,"…, 包 十 1,3 引 理 就 自然 得 到 满足 . 

车 操 > m, 我 们 考虑 含 十 1 个 未 知 数 入 ,入 ,…… ,hns 的 
mt 十 1 个 齐 次 方程 所 攀 成 的 方程 组 
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bE 4X = 0, 
2% = 0. (8.5) 
由 于 未 知 数 个 数 名 十 1 大 于 方程 个 数 m 十 1, 方 程 组 总 有 非 平凡 
解 ,4,… ,Xtrt。 在 这 些 4 中 ,有 一 些 是 正 的 ,其 余 是 非 正 的 . 
设 
1 一 1 2 了 时 ,1 > 03 一 Ap 十 1 十 时 ,7 委 0. 
在 oz/ ji 一 12，……，z 中 , 设 最 小 的 一 个 是 s/h 一 1， 则 
0 一 :一 aoj < 委 ai11， 7 一 1 2 ，Hp。 (8.6) 
我 们 令 
d=—=a— lt, i=1,2,...,k, 
则 根据 (8.6)， 
“a= 4a, — 1,t = 0, 
Gi = 0 ht=0, 71=1,2,..*, pk, 
而 由 于 当 7 一 4 十 1 和 十 1 时 ,7 委 0， 
中 一 太一 110， 7 一 Ap 十 1 和 十 1。 
用 乘 (8.5) 中 第 一 式 , 并 把 它 从 (8.5) 减 去 ,就 得 


友 0 十 1 


> a 一 CC， (8.7) 
了 一 1 
又 从 (8.5) 的 第 二 式 可 知 
Kot1l Rotl 
2) qi 一 >) Ci。 (8.8) 


在 非 负数 a; 中 ,我 们 选 出 其 中 具有 正 值 的 , 则 由 于 a, 一 0, 具 有 正 
值 的 w 的 个 数 不 大 于 名。 但 车 从 所 有 ai 中 去 掉 其 中 等 于 零 的 ， 
(8.7) 和 (8.8) 不 变 . 于 是 我 们 已 在 原 有 的 十 1 个 矢量 中 选 到 了 
n < 安 避 个 , 并 选 到 了 >= 个 相应 的 正 系数 ， 使 得 这 ?个 矢 的 线性 组 


ko+1 


合 一 之 4 和 ,而 且 系数 之 和 一 p23 这 样 就 把 《一 护士 1 的 


情况 归结 为 《一 的 情况 ,而 根据 假设， K 一心 时 , 引 理 V 是 成 立 


。 根据 (8.2) 以 及 黎 曼 积分 的 定义 可 知 : 对 于 任意 已 给 的 s>0， 
总 有 一 个 正 整 数 入 ,使 得 


> 吉 s(E)| 一 E。 (85) 


因此 ,根据 引 理 V 的 特 款 m 一 3, 可 以 找到 <4 个 点 S (2 ) 和 
# 个 正 数 六 一 1, ， 2 使 
为 六 5 一 习 2 人 人) 
LL > bi. 
令 。 取 一 序列 趋 于 零 的 值 , 则 有 与 之 相对 应 的 序列 N,，n(e) 
”<4,&(s), wi(e) ,满足 


nn(e) 


之 bi(e)S 后 一 8， bg)=L, (8.10) 


从 上 述 s 和信 的 序列 中 ， 选 一 个 子 序列 ， 语 得 6 一 0 时 , 以 下 诸 极限 
存在 : 


jmn(g) 一 2 
vi(E)L 
N(g) 
limb(e) = 6b, i=1,...,7, 
由 有 限 维 空间 的 局 部 紧 性 ,这 样 的 子 序列 是 存在 的 。 取 (8 10) 的 
极限 , 就 得 


上 im ~ 一 一 一 


5 t= 1,: “13 


了 >) 6SG) 一 0，>) 一 工 。 (8.11) 
i 二 1 i 二 1 


我 们 引进 记号 SC) 一 5;, i 一 1,*…, n。 根据 大 圆 的 劣 弧 
的 极 小 性 质 , 可 见 


1 一 球面 象 SC 的 长 > > 153 | (S, = S)，(8.12) 


其 中 1S,.Si| 表 示 连 接 S 和 Sj 的 劣 弧 S Si 之 长 .我 们 要 证 明 , 在 
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缴 折 线 SS。S， 上 有 两 个 对 极点 〈 即 么 球面 一 条 直径 的 两 个 
端点 ). 
两 点 $ 和 $ 为 对 极点 的 充 要 条 件 是 它们 满足 如 下 的 关系 : 


bpS+bS’=—0,6>0,4b>0. (8.13) 
我 们 分 三 种 情况 讨论 。 
(a) # = 2. 


这 时 由 (8.11) 和 (8.13) 可 知 S$, 和 5S; 是 对 极点 
(b) ”一 3. 
人 
这 时 由 (8.11) 可 知 5, S$,, $, 三 点 在 $5S;,S2S,,S,S， 所 构 
成 的 大 圆 上 ,因而 人 的 对 极点 在 $$; 上 ， 
(c) z= 4. 
这 时 我 们 令 
bu = 10 + 0S| ，0 = 103 + 6.5,|. 
(| 天 | 表示 在 各 么 球 心 O 的 距离 . ) 若 2 一 0 (或 bs=0), S, 和 S, 
(或 5 和 5S,) 满足 象 (8.13) 那样 的 关系 , 因而 是 对 极点 。 车 5b1， 
bs > 0, 令 
S$, = (6S + 615)), 9 一 二 (2.S, + 2.S)，(8.14) 


代入 (8.11), 得 
b11912 十 baud — 0, 

根据 (8.13)， 可 知 Su 和 Ss 是 对 极点 。 于 是 根据 (8.14)，S,; 在 
一 -一 一 ~ 
Sw， 上 , 5 在 人 5,S,， 上 . 

这 就 证 明了 : 在 弧 折 线 $,.….S,S， 上 有 两 个 对 极点 . 

于 是 根据 大 圆 的 劣 弧 的 极 小 性 质 以 及 (8.12), 可 知 

Wi 一 一 
2r 一 |.99'| 十 1SS| < 2 1 Si < /。 证 毕 . 


容易 验证 ,对 于 平面 凸 线 , 而 且 只 对 于 平面 目 线 ,等 号 成 立 。 
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第 三 党 
等 周 不 等 式 及 有 关 不 等 式 
1。 等 周 不 等 式 的 施 米 特 证 明 


本 章 讨论 等 周 不 等 式 及 其 有 关 的 不 等 式 .等 周 不 等 式 断定 :一 
条 简单 闭 曲线 C 所 包围 的 面积 入 具有 相同 周 长 的 圆 的 面积 ; 而 且 
等 号 成 立 的 充 要 条 件 是 , C 是 个 圆 . 

等 周 不 等 式 的 几何 证 明 很 多 , 精巧 和 简洁 程度 不 同 。 在 解析 
证 明 中 , 最 早 的 一 个 是 胡 和 尔 维 茨 (Hurwitz) 1901 年 给 出 的 , 我 们 
将 稍 迟 加 以 叙述 。 我 们 先 介绍 施 米 特 的 一 个 异常 简单 的 证 明 
(1939)., 

设 C 为 具有 连续 切线 的 平面 简单 闭 曲线 ， 它 与 任意 直线 至 多 
交 于 有 限 多 个 点 。 用 4 表示 C 所 包围 的 面积 , 工 表示 周 长 。 用 
{xQ)，yC)}, 安安 辣 作为 C 的 参数 表示 ,其 中 {tz(o)， y(10)} 
一 {x(n), y(4)}。 对 于 一 切 参 数 表示 ,公式 


4 一 人 zyd: (y= dy/dt), (1.1) 
A~— 站 yrd: (x' = dx/di) (1.2) 


成 立 。 当 上 由 和 变 到 二 时 ,从 {x(w), y(w)} 量 起 , 弧 长 :的 变化 
为 工 , 即 当 * 由 加 到 时 , {xC2),y(2)} 恰好 沿 C 运行 一 次 。 重 要 
的 是 ,要 注意 不 同 的 * 值 可 以 对 应 于 同一 个 x 值 或 同一 个 > 值 . 

如 图 所 示 , 用 两 条 纵 切 线 把 C 包 力 在 内 ,其 切 点 为 和 QQ@. 作 
图 避 也 和 这 两 条 线 相 切 ， 设 C 的 半径 是 p, 取 C 的 中 心 为 坐标 原 
点 。 设 :为 从 卫 起 沿 反 时 针 方 向 度量 的 C 的 弧 长 , C 一 {x(s)， 
y(5)}3 则 对 于 某 个 s,Q 一 {4x《s0)、 y(s0)}, 对 于 C， 引进 如 下 参数 
表示 : C 一 {x(s), 7(s)}: 
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(1.3) 


i 一 (0 os<L. 
这 个 参数 表示 是 通过 纵向 投影 ,把 C 的 PQ 弧 和 QP 弧 上 的 点 依 
次 同 忆 的 BQ 弧 和 GP 弧 的 点 相对 应 ; 容易 看 出 ， 当 :从 0 变 到 
工时 , {xz(s), 7(s)} 绕 忆 一 次 , 
把 (1.1) 应 用 于 C,(1.2) 应 用 于 C, 则 


一 iL 
4 一 上 xy ds, 4-Pr——| 这 d= 一 | yx'ds, 
0 0 0 
两 式 相 加 ,得 ， 
L 一 
4 十 piz 一 | (zy — x’')as < | Vx 十 FV +y ds, . 


(1.4) 
其 中 右边 不 等 式 是 对 被 积 函 数 应 用 宁 西 不 等 式 的 结果 。 但 由 于 
* 是 C 的 弧 长 , x? 十 六 一 1 而 根据 (1.3), x 十 了 严 二 PP。 故 由 
(1.4) 得 


D 六 oob。 < SD os 9b ,其 中 等 号 成 立 的 充 要 条 件 是 2。 和 5。 成 比例 ， 这 
里 是 指 其 对 应 的 积分 不 等 式 ， 一 主 者 注 


® 48 * 


I 
4 +or<| pds = Lp. (1.5) 
0 


应 用 算术 中 值 和 几何 中 值 之 间 的 不 等 式 于 4 和 px， 就 由 
(1.5) 得 
2VprxA—2pVrA <A+prx 人 < Lo, 
以 。 除 两 边 ,平方 ,得 
4x4 所 1’, (1.6) 
这 就 是 著名 的 等 周 不 等 式 ， 

现在 来 证 明 等 式 成 立 的 充 要 条 件 是 C 是 图. 

假定 (1.6) 里 的 等 式 成 立 , 则 首先 4 和 ezz 的 算术 中 值 和 几何 
中 值 相等 ,这 只 有 当 4 = pz 时 才 有 可 能 . 但 > 轴 方 向 的 选择 是 
任意 的 ,这 表明 C 在 一 切 方 向 的 宽度 是 相同 的 , 即 等 于 2p. 

另 一 方面 , 若 (1.6) 中 的 等 式 成 立 , 还 必须 有 (1.4) 中 的 等 式 
成 立 ， 但 这 样 (x, 7) 就 必须 和 (y, 一 x") 成 比例 : x 一 《y', 7 一 
一 Kx。 取 平 方 和 ,得 已 一 PP。 因此 , *#* 一 pyr， 由 于 C 在 一 切 
方向 的 宽度 都 是 2p, 可 以 把 C 连同 坐标 系 纵向 平移 ,直至 区 和 C 
有 共同 的 水 平 切线 ?。 这 以 后 ， 就 可 以 在 最 后 一 式 中 把 x 和 y 对 
调 ,得 一 px*， 把 两 式 相 加 ,得 

+=p(x + yy )= pp, 
这 表明 C 是 半径 为 p 的 圆 . 证 毕 。 


2 和 到” 维 的 推广 


等 周 不 等 式 到 ” 维 的 推广 就 是 一 个 闭 曲面 所 包围 的 体积 4 和 

它 的 面积 工 之 间 的 不 等 式 ?。 由 于 我 们 预期 其 中 等 式 对 =” 维 球 而 
且 只 对 # 维 球 成 立 ， 又 由 于 对 于 一 个 半径 为 + 的 *# 维 球 ，4 一 
Car" ,上 一 nCor"!(C。 是 7 维 么 球 的 体积 ), 我 们 猜测 不 等 式 是 

Cn A”™!< LL", (2.1) 

我 们 将 运用 与 上 节 类 似 的 方法 ， 对 一 类 特殊 的 立体 来 证 明 


1) 这 甸 话 是 译 者 加 的 ， 一 一 译 者 注 
2) 体积 指 ” 维 体积 ,面积 指 w 一 1 维 面积 ， 一 一 译 者 注 
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(2.1): 这 类 立体 在 一 个 人 一 1 岂 ) 维 平面 的 垂直 投影 是 一 个 (” 一 1) 
维 球 。 . 

设 5 为 一 个 4 维 立体 的 表面 , 它 有 连续 转动 的 切面 ,而 且 它 在 
zxa “Xn-i 轴 所 构成 的 (nw 一 1) 维 平面 上 的 投影 是 一 个 (n 一 1) 
维 球 。 我 们 还 假定 , 每 条 平行 于 任意 坐标 轴 的 直线 和 S$ 至 多 交 于 
有 限 多 个 点 。 用 cos5。,v 一 1,2,.…, 7 表示 5S 在 它 任 意 点 的 法 
线 的 方向 余弦 。 于 是 ,在 以 上 对 5 的 假设 下 ,容易 证 明 立 体 的 体积 

A = | rcos ds, zy = 1,2,.. ,1, (2.2) 
其 中 (zi, x*，*…**, xs) 表示 S 上 的 点 ,积分 范围 是 整个 曲面 5.， 
选取 一 个 7 维 球 $, 它 在 X19 X29 "> Nal 轴 的 平面 投影 和 4 
重合 。 取 5 的 中 心 为 坐标 系 原点 , 则 
Cp"? =A= | Kn cos EndS, (2.3) 
其 中 4 表示 3 的 体积 ， P 表 示 它 的 半径 . 
把 z == 1,2,.…,# 一 1 代入 (2.2)， 并 把 结果 和 (2.3) 相 加 ， 


a 


得 
(nC— 1)A+ Cp’ 一 | (xicos&1 十 x2cos&; 十 
+ wa_icos Erni 十 Xncostén)dS. 

对 右边 积分 应 用 施 瓦尔 茨 不 等 式 ?得 

(4 一 14 寺 Crp? 和 JY 十 总 十 -十 台 4 十 如 

(cost + costs 十 .conta)ds 一 JVFas=oL. (2.4) 
由 于 » 个 数 的 算术 中 和 值 宇 它们 的 几何 中 值 ，(2.4) 左边 

> mV Cs.A" pr, 

故 
n"/ CA"-ip" < pL. 


D fisars J jPdi .| era ,其 中 等 式 成 立 的 充 要 条 件 是 1 和 8 成 比例 . 一- 译 
者 注 


ee 30 。 


取 两 边 次 方 即 得 (2.1)， 采 用 类 似 二 维 情形 的 方法 可 以 证 明 , 当 
且 仅 当 8 是 一 个 = 维 球面 时 ,等 式 成 立 . 证 毕 . 
3， 等 周 不 等 式 的 胡 尔 维 欧 证 明 


现在 我 们 介绍 胡 尔 维 欧 较 早 的 关于 二 维 情 形 等 局 不 等 式 的 证 
了 明 。 我 们 采用 Hardy~Littlewood-Pélya 在 Inequalities 一 书 里 的 
论述 形式 ， 
引 理 工 (维尔 廷 格 尔 (Wirtinger) 不 等 式 ) 若 1(?) 是 具 局 期 
2z 的 连续 函数 ,有 和 连续 的 导 函 数 了 CD”， 而 且 | ”04 一 0, 则 
人 f?adt 之 | par, (3.1) 
其 中 等 式 成 立 的 充 要 条 件 是 Ka) 一 acost + bsinz. 
条 件 | /Du 一 0 不 是 多 余 的 ， 因 为 否则 我 们 可 以 通过 加 一 
个 常数 于 f(z), 使 (3.1) 左边 不 变 而 右边 任意 地 大 . 
胡 尔 维 获 在 他 原来 的 证 明 中 利用 了 傅 里 叶 (Fourier) 级 数理 
论 : 即 在 1(z) 和 了 (2) 都 连续 的 条 件 下 , 后 者 的 傅 里 叶 级 数 可 以 对 
前 者 的 传 里 时 级 数 逐 项 微分 得 到 : 
HKCD ~ 2 十 > (a cosnt 十 bo sin 11), 
f0) ~ Sno, cosnt 一 nas sin nt), (3.2) 
由 于 wm 一 土 | ”Dao 根 据 假定 ,om 一 0， 
对 傅 里 叶 展 开 式 (3.2) 应 用 Parseval 公式 ,得 


[Pa — 5 (o + 62), 


n=1 


[ra 一 二) 
n=1 
故 
*) 只 须 候 定 户 (5) 平方 可 积 而 县 jz) 可 以 表示 为 它 的 导 函 数 的 积分 ， 
na 31. 


{ra — (ma 一 > (1)(a2 十 局)， 


而 右 式 总 是 之 0. 它 等 于 0 的 充 要 条 件 是 ， 对 于 一 切 n> 1, an=— 
pb» = 0;BY f = acost + bs sint, 证 毕 ， 
等 周 不 等 式 的 证 明 设 C 为 具有 分 段 连续 著 线 的 简单 闭 线 . 
用 4 表示 它 所 包围 的 面积 , 工 表 示 它 的 周 长 , 可 以 令 上 一 2x 而 不 
失 普 遍 性 . 
选取 直角 坐标 系 的 y 轴 经 过 曲线 C 的 重心 , 即 
人 xdr 一 10， 
其 中 参数 :是 弧 长 。 根据 第 1 节 ， 有 公式 
4 一 | ya (1.1) 
又 因 x 避 十 六 二 1, 有 
2z 一 人 (xz 十 全 )dr。 (3.3) 
以 2 乘 (11), 并 从 (3.3) 减 去 ,得 


2x 
2(x— A) 一 | (xz + yy — 2xy )ds 
0 


一 | kz2 一 22) as 十 人 (x — y }ds. (3.4) 


根据 引 理 1, 右边 第 一 项 宇 0; 由 于 第 二 项 的 被 积 函数 是 非 负 的 , 它 
也 >>0。 故 
2(x— A) 宇 0, 即 4 和 <x (3.5) 
这 就 是 : 具有 周 长 2 的 曲线 C 所 包围 的 面积 4 过 = 一 具有 周 长 
2z 的 圆 的 面积 。 若 (3.5) 中 的 等 式 成 立 , 则 一 方面 , 引 理 1 中 的 等 
号 对 f= x(s) 成 立 , 如 x(s) 一 acoss 十 bsins, 男 一 方面 > 一 多 
= 0, 即 y 一 asins 一 bcoss 十 C。 容易 着 出 , 这 是 圆 的 参数 表示 
式 。 
等 周 不 等 式 的 这 个 证 明 不 如 第 --- 节 的 初等 ， 因 为 在 引 理工 的 
证 明 中 用 到 较 深 的 传 里 时 级 数理 论 。 因此 , 值得 找 一 个 关于 引 理 
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1 的 浅 易 证 明 ;第 1 节 中 的 推演 提示 了 这 样 一 个 证 明 *. 
我 们 先 指出 ， 若 f(s) 满足 条 件 ”CD dt 一 0， 则 当 了 DO 一 
fo 十 C 时 ， 
Pl) di 一 人 par 十 2rC2。 (3.6) 
现在 设 M 之 0 表示 max 1(2), 而 m 夸 0 表示 min 1x), 则 对 
于 隔 数 
xD 一 100) 一 于 二 并 ， 


二 令 p= 


max xfzr) 一 -一 min xw(z) 一 
o<tc2x Dt 


x 的 极 大 值 出 现在 : == 0 时, 而 极 小 值 出 现在 1 一 时, 其 中 0 过 
to < 27, 

在 (x, y) 平面 上 作 半 径 为 p、 中 心 在 原点 的 圆 ,并 通过 下 面 方 
程 引进 z 作为 它 的 参数 

x(z¢) 一 x(t)， 

_ fe 二 2， 0<1Sh, 
”FAD, ws 和 
谷 易 验证 , 当 上 由 0 变 到 2x 时 ,点 (xC),7(2)) 绕 贺 一 周 。 

为 了 简化 ， 我 们 假定 只 有 有 限 多 个 上 值 对 应 于 同一 个 x+(2) 
值 ,这 样 ,容易 证 明 , 贺 的 面积 可 用 下 面 的 公式 确定 : 


一 ,并 假定 ， 


pr, 人 ydx. (3.7) 
对 右边 应 用 施 瓦 尔 淡 不 等 式 ,再 引进 记号 


2 7 
| wd = 4, | xz dt 一 卫 ， 
0 0 


*) 和 青 一 个 证 明 见 Hardy-Littlewood-Polya，lucqaalities。 


53 


.px /| yadi [#2 一 /| (pC— x )d | Xdi 


= V(xp' — A)B, 
以 V4 乘 两 边 ,得 
prVA VA — A)B. (3.8) 
由 于 4(2xp? 一 4) 在 4 一 xp? 时 有 最 大 值 ， 该 式 总 委 pt， 因 
此 ， 
px VA < Vp'B 3 
故 
VAMX<VB, 即 4 过 8, 或 | xdi 之 | zdt, (3.9) 


证 毕 。 

现在 讨论 (3.9) 中 等 号 成 立 的 情况 . 首先 ,在 应 用 施 瓦 尔 淡 不 

等 式 于 (3.7) 时 ,该 不 等 式 中 的 等 号 必须 成 立 , 因而 
了 一 Az’ = kx’, (3.10) 
其 中 是 常数 。 其 次 ，A (2xp? 一 4) 必须 等 于 pt， 因 而 4 = 
xp 故 
人 yadi= 人 ce — x)d 一 2xzp? — A = rp 
.但 根据 (3.10)， 
| 7 di = 人 kd 一 LB. 
由 于 (3.9) 中 等 号 成 立 , B 一 4 二 xm。 于 是 比较 最 后 两 式 ， 就 得 
如 一 1. 取 (3.10) 的 平方 ,并 把 多 一 一 妇 代入, 就 得 到 关于 x 
的 微分 方程 
xX? 一 PP 一 Xz， 小 x 二 acost 十 bsini, 

其 中 2 十 所 二 PP。 这 就 是 (3.9) 中 等 式 成 立 的 充 要 条 件 . 

把 x(#) 作为 (3.6) 中 的 天 站 ,把 一 人 作为 C, 则 因 六 (#) 
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一 x'(#), 不 等 式 (3.9) 用 和 了 表示 就 是 
2" 和 pa (M+m 2 
| fd < | fdt 过 二 二) ". 
这 个 不 等 式 比 (3.1) 略 进一步 。 
4. 一 类 更 一 般 的 不 等 式 
这 个 证 明 维尔 廷 格 尔 不 等 式 的 方法 可 以 用 来 证 明 一 个 较 一 般 
的 不 等 式 . 
设 f(#) 在 0 委 : 委 1 上 有 连续 导 函 数 ,而 且 
max 帮 2 一 1(0) 一 —minf(#) 一 —{(0) 一 p. 
设 a, 5 两 数 满足 "> 0,2> 1, 令 8 满足 1 十 18 一 1， 则 


人 har)” < co 人 | fha), (4.1) 
其 中 


Campi (ss) (pe) 


(B(p, 9) 是 Beta 函数 "). (4.1) 中 的 等 式 对 于 满足 下 面 微分 方程 
的 函数 f(z) 成 立 : 


2 (天 一) OP = lL. 


(4B (1/8 + 1,1/4a)) \a 二 + 
(4.2) 
证 明 ”对 于 曲线 
xl + [yl ?= p’， (4.3) 
引进 参数 表示 
xz = f(2); 
y= Mp— ldN, 0Sien; 
一 一 Yaw 一 | ne1. 


DD BC 9) 一 上 -C1 一 和 Dtdi. 一 - 译 者 注 
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曲线 (4.3) 包 赎 的 面积 一 wpottws，、 其 中 44808 二 上， 1/a). 
根据 公式 (1.2), 曲 线 所 包 图 的 面积 


up TS | yx di, (4.4) 
0 
引进 记号 


(| KD La) = 4, 个 Ile = B， 


应 用 赫 耳 德尔 (Hilder) 不 等 式 ? 于 (4.4) 右边 ,就 得 


oo- 
(4.5) 
以 4 乘 (4.5) 两 边 ， 则 由 于 因子 (44o 一 4))54 的 极 大 人 
是 p(B8/(B 十 ea)) (af(8 二 ea)) (对 应 于 4 二 p(B/(8 十 
a))”), Aup™™s < p(BIB 十 oa)) (ee 十) 
除 以 xp”2, 就 得 (4.1)。 
(4.1) 中 ,等 号 成 立 的 充 要 条 件 是 : 
{a) 在 应 用 赫 耳 德尔 不 等 式 于 (4.4) 时 ， 该 不 等 式 中 的 等 号 
成 立 ; 
(b) 4 = oe(8/(8 + a))™. 
由 (a) 可 知 
1y1? =— Rlx’ 1, (4.6) 
其 中 大 是 常数 . 取 (4.6) 的 积分 ,并 利用 (b) ,可 以 求 出 《=o”?*(a/ 
(a 十 8))*/w， 把 这 个 的 值 代 人 (4.6)， 就 得 到 微分 方程 (4.2). 
至 于 (4.2) 在 0 委 : 委 1 上 有 连续 解 ， 其 最 大 和 最 小 值 依次 为 十 p 
与 一 p 的 证 明 , 这 里 从 略 ”. 


Wy ， 
D 着 11P 十 19 一 则 |KOeCDass( MDoe) ”CeeCDd0r9， 其 中 等 
式 成 立 的 充 要 条 件 是 1?(7) 和 gsfz) 成 比例 . 译 者 注 
*) 参看 EE. Schmidt, ber die Ungleichung welche die [Integrale iber eine 
Potenz einer Funktion nnd iber eine andere Potenz ihrer Ableitung 
verbindet, Math. Ann., 117,301—326(1940). 
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$ 三 维 等 周 不 等 式 证 明 的 完成 
在 本 节 里 , 作为 三 维 空间 等 周 不 等 式 证 明 的 补足 ”, 我 们 在 已 
给 县 有 表面 积 工 和 体积 4 的 一 个 任意 立体 的 情况 下 ， 构 造 一 个 具 
有 相同 表面 积 而 较 大 体积 的 回转 体 ,或 者 与 此 等 价 构造 ， 一 个 具有 
相同 体积 耐 较 小 表面 积 的 回转 体 ”. 
我 们 假定 本 节 里 所 讨论 的 曲面 有 连续 导 函 数 ， 
引 理 卫 对 于 每 一 个 分 段 连 续 的 函数 DG)， 


| + DC)d >/r + (| Dar ), (5.1) 
其 中 等 号 成 立 的 充 要 条 件 是 D(z) 为 常数 。 
证 明 若 xC),y(7), 0 委 上 < 了 T， 为 任意 两 个 具有 分 段 连续 


导 员 数 ro 一 大 0，y (G) = g(z) 的 函数 ， 连 接 (x(0), y(0))， 
(x( 工 ), y(7T)) 两 点 的 弧 【x(z), y()] 是 可 求 长 的 , 它 的 长 是 


[VT ra | Vrea. 
连接 两 点 的 弦 长 是 
V (zx(7T) 一 xz(0)7 十 (CT7) — y(0)Y 
roa) + (hoa) 
故 对 于 任意 分 段 连续 函数 f 和 g, 不 等 式 
(A > i) + (hr) (5.2) 
成 立 。 令 ja) 一 1, g(x) 一 D(z)， 就 得 到 (5.1) 作 为 (5.2) 的 特 款 . 


1) 在 第 二 节 里 ， 我 们 证 明 =” 维 等 周 不 等 式 时 ， 假 定 了 2* 维 体 在 某 个 一 1 维 平面 上 
的 投影 是 ” 一 1 维 球 , 故 该 证 明 还 很 不 完备 。 在 这 里 ， 我 们 将 证 明 : 已 给 三 维 
空间 任意 立体 FE, 可 以 构造 一 个 回转 体 F, 其 体积 和 F 相 同 而 表面 积 较 小 。 由 
于 回转 体 在 垂直 于 它 的 轴 的 平面 上 的 投影 是 圆 盘 ( 二 维 球 ), 根 据 第 二 节 的 定理 ， 
在 一 切 这 样 的 回转 体 中 ,三 维 球 的 表面 积 最 小 ， 这 样 就 完成 了 三 维 等 周 不 等 式 
的 证 明 . 一 一 译 者 注 

*) 下 面 的 证 明 是 蕊 . A. 施 瓦尔 茨 给 出 的 . 
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现 设 已 给 一 个 立体 , 我 们 考虑 平面 。 一 常数 和 立体 的 交集 ， 
用 o 表示 这 个 交集 边界 从 某 点 量 起 的 驱 长 ， 并 取 = 和 so。 作为 立体 


表面 的 参数 ”. 若 用 D(z,o) 表示 雅 科比 (Jscobi) 行列 式 富力， 
曲面 的 面积 元 素 是 
aL = V1+ Ddzdo. 


用 0(z) 表示 高 度 为 的 水 平面 和 立体 的 交集 的 面积 ， 由 于 
站 站 dzdo 是 面积 元 素 在 *,? 平面 上 的 投影 。 4 一 全 pau 
其 中 1(z) 是 交集 的 周 长 . 
在 公式 
二 | 2 人 VIi+tD’idg 


A 


>V re z) 十 (| Daojaz 一 WY Pa 十 (242) dz, (5.3) 


* 我 们 假定 除 两 个 支撑 面 外 ,立体 表面 没有 水 平 切面 ,否则 引进 z 和 0 作为 参数 
就 会 出 现 麻烦 ， 
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在 这 里 ,车 D 和 o 无 关 , 等 式 成 立 ; 当 立体 是 回转 体 时 ,就 出 现 这 种 
情况 . 

已 给 具有 表面 积 志 和 和 体积 4 的 任意 立体 B， 设 它 和 任意 水 平 
平面 z = 常数 的 交集 面积 是 0O(z)， 作 回转 体 已 , 它 和 z 一 常数 
的 交集 是 面积 等 于 0(3)、 而 圆心 在 z 轴 上 的 贺 。 根据 卡 巨 利 埃 里 
(Cavalieri) 原理 9, 4' 一 4, 由 于 F' 是 回转 体 , 当 把 (5.3) 应 用 于 
F' 时 ,等 号 成 立 。 

L= (ey 十 (242) dx, (5.3') 
其 中 7(z) 表示 面积 等 于 0(z) 的 圆 的 周 长 ( 即 


(2) ~ V 470(2)). 
关于 二 维 空间 的 等 周 不 等 式 断 定 


7(z) < 1(z)。 (5.4) 
由 (5.3),(5.3) 和 (5.4), 得 工 之 L', 其 中 等 式 成 立 的 充 要 条 件 是 
F 具有 平行 于 z 轴 的 回转 对 称 轴 ， 
证 毕 . 


1) 车 两 个 立体 位 于 两 个 平行 平面 之 阅 , 而 它们 同 这 两 必 平 面 以 及 一 切 平 行 平面 的 
蕉 面积 都 分 别 相等 : 则 它们 的 体积 相等 . 译 者 注 
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第 四 章 


初等 的 面积 和 体积 概念 
1 ， 拢 形 面积 和 矩 体 体积 


在 初等 几何 里 ,面积 (体积 ) 的 定义 有 如 下 形式 : 

(i) 如 果 一 个 矩形 (和 矩 体 ?) 的 边 长 是 1, 1(1,1, 7), 它 就 叫做 
一 个 标准 矩形 ( 符 体 ), 其 面积 (体积 ) 是 1 

(i) 车 一 个 多 边 形 ( 多 面体 )P 可 以 分 解 成 有 限 多 块 ， 而 这 有 
限 多 块 又 可 以 拼 成 一 个 标准 矩形 ( 体 ) R， 则 它 的 面积 (体积 ) 等 于 
R, 

若 这 定义 是 能 适用 的 , 它 必 须 是 : 

(a) 相 容 的 ; 

(b) 可 以 用 于 较 广泛 的 一 类 (最 好 是 一 切 ) 多 边 形 ( 多 面体 )P. 

所 谓 (9 与 (1) 相 容 的 意思 是 : 若 一 个 多 边 形 可 以 分 解 并 拼 
成 标准 矩形 R 和 R', 则 R 衬 R'。 这 个 相 容 性 是 可 以 证 明 的 ”， 例 
如 利用 若 当 测度 理论 . 

在 本 章 里 , 我 们 将 研究 上 述 定理 可 以 适用 于 哪些 点 集 。 我 们 


1) 即 长 方 体 . 一 一 译 者 注 
*) 系统 论述 见 D. Hilbert，Grundlagen der Geometrie, 第 四 章 ， 
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的 研究 将 从 考察 三 角形 面积 和 四 面体 体积 公式 的 推导 开始 . 
已 给 三 角形 (abc), 用 到 表示 它 ab 边 上 的 高 , ! 表示 ab 边 长 ， 
4 表示 三 角形 面积 , 则 
4 一 工 刀 . (1.1) 
2 
证 明 ” 按 附 图 把 三 角形 分 解 并 拼 成 边 长 为 1 和 h/2 的 矩形 
(abb'a’)。 若 假定 (这 个 假定 将 在 第 二 节 , 引 理工 证 明 ) 任 意 矩 形 的 
面积 等 于 其 边 长 之 积 , 则 这 个 分 解法 已 证 明了 (1.1). 
已 给 四 面体 (1231 ), 用 上 表示 面 (123) 上 的 高 ，4 表示 这 个 
面 的 面积 ,了 表示 四 面体 体积 , 则 


V=th4. (1.2) 
3 


证 明 作 三 角 校 柱 (1231'2'3'); 假 定 ( 这 个 假定 将 在 第 6 节 定 
理 Y 证 明 ) 楼 柱 体 积 = 底面 积 乘 高 一 h4. 


CQ 人 、， 


这 个 棱柱 是 三 个 四 面体 (12317,，(12327，(123'3) 拼 成 的 ， 
这 三 个 四 面体 中 ,每 两 个 有 全 等 的 面 以 及 在 这 两 面 上 相等 的 高 . 例 
如 (1231') 和 (1232') 有 全 等 的 面 (112) 和 (1'22) 及 共同 对 顶 
点 3。 

若 假定 

《ii) 同 底 而 且 等 高 的 两 个 四 面体 有 相同 的 体积 ， 

那么 (1231)，(1232) 和 (12'3'3) 三 个 四 面体 有 相同 的 体 


积 一 棱柱 体 体积 的 三 分 之 一 一 于 44.。 
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在 这 个 证 明 中 ,除了 假设 (让 ,(ii) 外 ,还 得 添上 (让 ). 因 此 , 按 
照 我 们 上 面 关 于 体积 的 定义 ,除非 《ii) 能 够 从 (让) ,(ii) 推 得 ,我 们 
的 证 明 是 不 能 用 的 .高 斯 (Gauss) 提出 了 能 否 从 (D ,(ii) 证 明 (党) 
的 问题 , 它 长 期 成 为 几何 中 突出 的 未 解决 问题 之 一 ， 最 早 解决 
它 的 是 M. Dehn, 答案 是 否定 的 *”, 


2， 想 抵 和 多边形 (多 面体 ) 


定义 已 给 两 个 多 边 形 (多 面体 )4 和 有， 若 有 多 边 形 (多 面 
体 ) 4;, Bi,i 一 1,2,……，2 满足 条 件 
4= 也 4 BBD, (2.1) 
A; 守 Bi,i1=1,2,...,1, (2.2) 
而 且 当 和夫 了 时, 4; 和 4;, B; 和 B; 都 没有 公共 内 点 , 则 4，,B 称 
为 相抵 的 ;用 4 ~ 8B 表示 : 

注 记 已 给 一 个 点 集 P, 当 p 和 一 个 标准 类 形 ( 乱 体 ) 等 价 时 ， 
而 且 只 在 这 时 , 面积 (体积 ) 的 初等 定义 适用 于 P。 在 以 下 各 节 中 ， 
除非 男 有 规定 ，“ 面 积 ” 和 “体积 ”两 个 词 都 是 在 若 当 意义 ?下 使 用 
的 ,而 且 面积 和 体积 的 初等 概念 将 用 等 价 概念 代替 . 

引 理 1 相抵 是 可 递 概念 : 即 由 4 ~ B 和 8B ~C 可 以 推 知 
A~5C. 

证 明 设 已 知 4~B8,B~C, 则 存在 着 4;, Bi, i 一 1,2,.…， 
7 和 Bi, Cj, i 一 1,2,…,#, 其 中 任意 两 个 4;, B; 或 B;,Ci 都 
没有 公共 内 点 ,而 且 


A4~ 7 4i， B— 5 Bi， 
了 一 1 f=1 
B= 2)B;, C= 0,, 
ji=1 i=1 


*) M。 Dehn, Math. Ann,, 55, 465--478(C1902). 
1 一 个 点 集 的 若 当 测度 满足 以 下 性 质 : (1) 它 是 非 负 实数 (可 以 是 o0), 空 集 测度 
为 零 ; (2) 没有 公共 点 的 两 个 点 集 的 测度 之 和 等 于 其 并 集 的 测度 译 者 往 
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4 宕 了 7 一 1;2… 71， 

万 ; 兰 Ci，1) 一 1;2, ,2 
用 5;; 表示 B; 和 Bi 的 交集 ,7 一 12 一 1 2 由 
于 B; 和 B; 本 身 是 多 边 形 (多 面体 ), 5;; 也 是 多 边 形 ( 多 面体 )。 5 
和 54 的 任何 公共 点 都 是 B;, Bi、B;，Bi 的 公共 点 。 但 前 两 个 同 
后 两 个 多 边 形 ( 多 面体 ) 只 有 当 i 一 《和 i 二 1 时 才 有 公共 点 ， 可 
见 除非 i 一 *,j 一 六 否则 55 和 Sw 没有 公共 内 点 。 

由 Sii 的 定义 可 知 


Bi 一 之 Bi, 一 1)2 .73 
(2.3) 


4: : 


Bii, 7 一 1.2. 7 


于 是 , 由 于 4; pi, Ci B's. 3) 中 B; 的 重 分 可 以 导致 4; 的 
重 分 ， B; 的 重 分 可 以 导致 Ci 的 重 分 , 即 存在 着 Ri 各 Ti, 1 = 1 ， 
2，……， mij 一 1,2,……。2: 满 足 


Ri 人 Si ¥ Ty, (2.4) 
4 一 Rs, 1 一 1,2… 11， (2.5) 
= D1, 1 一 12， mr (2.6) 
把 (2.5) 和 (2. 6) 依次 对 一 切 i 和 一 切 i 到 和 ,得 
A= > Ai= 5 p> Ry, 
i (2.7) 


cHo-D Tr. 
j=1 i=1 i=1 


等 式 (2.7) 表明 ，4 和 C 可 以 依次 分 解 为 有 限 多 个 多 边 形 (多 面 
体 ) Ry 和 Ti, 其 中 Rj; 和 Ti 全 等 ,而且 任意 两 个 Rj 或 75 都 没 
有 公共 内 点 (这 由 35 的 类 似 性 质 可 以 推 知 ). 故 4~C. 

下 相抵 的 可 递 性 可 以 看 出 ,我 们 可 以 把 相抵 的 一 切 多 边 形 (多 
面体 ) 划 归 一 类 ,从 而 把 一 切 多 边 形 (多 面体 ) 分 为 相抵 类 。 
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定理 1 具有 相同 面积 的 一 切 多 边 形 属于 同一 个 相抵 类 . 

系 理 (i 与 〈i) 在 初等 意义 下 确定 每 一 个 多 边 形 的 面积 . 

在 证 明定 理 1 之 前 ,我 们 先 证 明 下 面 的 

引 理 下 ”每 一 个 多 边 形 和 一 个 标准 矩形 相抵 . 

引 理 了 的 证 明 ”每 一 个 多 边 形 都 是 有 限 多 个 三 角形 的 并 集 . 
由 于 几 个 标准 抢 形 可 以 连接 成 一 个 标准 托 形 ， 我 们 只 须 对 三 角形 
证 明 引 理 开 .证 有 明 分 四 步 . 

a) 每 一 个 高 等 于 4, 底 等 于 5 的 三 角形 和 一 个 高 等 于 。 /2, 底 
等 于 2 的 平行 四 边 形 等 价 ， 

通过 公式 〈1.1) 的 证 明 中 的 作 图 , 这 个 结论 可 以 得 到 证 实 . 

b) 有 一 边 相 同 而 且 在 这 边 上 的 高 也 相同 的 两 个 平行 四 边 形 
相抵 。 
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设 这 两 个 平行 四 边 形 是 (1234) 和 (123 4). 由 于 它们 在 (12) 
上 的 高 相同 ,3,4,3 ,4 在 同一 条 直线 上 , 我 们 分 两 种 情况 讨论 . 

(A) 3 在 闭 节 (34) 上 , 则 (1234) 一 (133 7) 十 (13 42),(123 4 门 一 
(244) 士 (13'42)， 但 (133) 宕 (244), 故 (1234) 一 (1234)， 

(B) 3 在 (3,4) 之 外 。 在 经 过 3 和 + 的 直线 上 , 取 一 序列 的 
点 30,3®, oo。 3 ,使 得 30+D3® 34', 其 中 3 和 3 重合 而 3 
在 闭 节 (3,4) 上 . 根据 阿 基 米 德 (Archimedes) 公理 5, 这 样 的 序列 
是 存在 的 。 根据 (A), 对 于 :一 23 一 1 (01123035 一 
(12346039)， 又 (1232-D030) ~ (1234’) ,12353®) ~ (1234), 


1) 车 AB 和 CD 为 任意 两 个 线段 草 在 直线 AB 上 有 点 序列 A, A'”,…A'" ,其 
中 A 和 A 重合 ， ADA DD, A DAC) 都 全 等 ， 而 B 则 在 和 At 之 
闻 ( 包 括 B 和 A” ) 重合 的 情况 )。 一 一 译 者 注 
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由 于 相抵 是 可 递 的 ,(1234)~(1234 ). 
<) 根据 a), 同 底 同 高 的 两 个 三 角形 分 别 和 两 个 彼此 同 底 同 高 
的 平行 四 边 形 相抵 ;而 根据 b), 这 两 个 平行 四 边 形 相抵 . 故 按 相 抵 
的 可 递 性 ,所 给 两 个 三 角形 相抵 . 
d) 己 给 直角 三 角形 (123), 在 半 线 (1,3) 上 取 3 点 ， 使 由 1 
到 3" 的 距离 是 两 个 单位 (长 ), 假 定 线 眉 {1,3} 尖 {1,3}.( 着 {1,3} 滨 
{1,3}， 证 明 完 全 相同 .) 在 半 线 (1,2) 上 取 2 点 , 使 经 过 3 和 2 的 
直线 平行 于 经 过 3 和 2 的 直线 . 于 是 


(123) = (123) + (223),， . (2.8) 
(123) = (123') + (233’). (2.9) 
三 角形 (223) 和 (233 ) 有 相同 的 底 (23 ) 和 在 这 个 底 上 相同 的 
高 , 故 根据 c) ,它们 相抵 ,因此 ,根据 (2.8), (2.9)， 
(123)~ (12'3’), (2.10) 
但 是 ,已 给 任意 三 角形 ,可 以 作 一 个 和 它 同 底 同 高 的 直角 三 角 
形 , 因 而 根据 c), 它 和 原 三 角形 相抵 。 于 是 根据 (2.10), 任 意 三 角 
形 和 一 个 有 一 条 侧 边 长 两 单位 的 直角 三 角形 相抵 . 这 个 结论 和 a) 
在 一 起 ,就 对 三 角形 ,因而 也 对 于 一 切 多 边 形 证 明了 引 理 工 。 
现在 , 若 P 和 P 为 两 个 多 边 形 , 则 根据 引 理 立 , 有 两 个 标准 气 
形 KR, R’ 分 别 和 它们 等 价 ，P ~ R,P ~ R'。 车 P 和 P' 面积 相 
间 , 则 R 和 R’ 面积 也 相同 , 即 R 衬 R'。 于 是 由 相抵 的 可 北 性 可 知 
P 尘 P. 这 就 完成 了 定理 1 的 证 朋 . 


3.。 相抵 多 边 形 的 分 解 
在 上 市 里 ,我 们 证 明了 有 相同 面积 的 两 个 多 边 形 可 以 用 辣 一 
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二 一 一 
已 


个 有 限 集合 的 多 边 形 拼 成 。 有 一 定 意义 的 课题 是 (至 少 对 于 某 些 
特殊 情形 ): 求 所 需 多 边 形 的 最 低 数 . 

例 . 勾 股 定理 设 4, 2 为 一 个 直角 三 角形 的 两 条 侧 边 长 ，< 
为 斜 边 长 , 则 以 < 为 边 的 正方 形 面 积 ~ 以 a 和 2 为 边 的 两 个 正方 
形 面 积 之 和 .。 附 图 显示 a? 十 即 和 c 如 何 能 用 同样 的 五 个 多 边 形 
拼 成 。 可 以 证 明 , 为 了 证 明 勾 股 定理 、 至 少 需要 把 以 “ 为 边 的 正 
方形 分 解 为 五 个 多 边 形 . 


4.、 多 面体 对 于 正则 重 分 的 相抵 类 


在 讨论 多 面体 相抵 问题 之 前 ， 我 们 先 讨 论 它们 对 于 正则 重 分 
的 相抵 这 样 一 个 远 为 简单 的 问题 . 

已 给 两 个 多 面体 4 和 8B , 若 它 们 可 以 依次 分 解 为 多 面体 4; 和 
B;, 1 一 1,2,.…,#, 其 中 每 两 个 4; 或 B; 或 者 没有 公共 点 , 或 者 
只 有 一 个 公共 顶点 ， 或 者 只 有 一 个 公共 毯 ， 或 者 只 有 一 个 公共 面 
《可 以 和 第 一 章 的 重 分 概念 比较 ), 而 且 

A=— D2) 4,, B= HB, Mi Bi,im 1,2,..en, 


则 4, 3 就 叫做 对 于 正则 重 分 相抵 ,用 4 8 表示 . 
在 第 一 章 ， 我 们 证 明了 一 个 多 面体 的 两 种 重 分 总 有 一 个 共同 
的 正则 重 分 。 因此 , 由 4 盖 电 和 吾 之 C 可 知 4 法 C, 歼 可 以 把 
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多 面体 分 为 对 于 正则 重 分 的 相抵 类 . 

引 理 I 4 > B 的 一 个 必要 条 件 设 4 和 8B 为 多 面体 ，%， 
i = 1,2,……,?, 和 fi,f 一 1,2,"…… 5s, 表示 它 们 的 两 面 角 . 若 4 
B， 则 有 正 整 数 wz j,i 一 1,2,… ij 一 1 2 5 以 及 整 
数 4, 满 足 


Dl m0 — 于 8; + ta. (4.1) 

证 明 在 4 ~ 8 的 假设 下 ， 存在 着 4, B 的 正则 重 分 4 一 

>a, B58,, 其 中 4j 尘 Bj; 用 pr, 太 一 1,2,-…,N, 表 
示 4 的 两 面 角 ,i 一 1,2,..*, M. 

我 们 将 计算 > > qx; 方法 是 , 先 对 于 > A; 中 的 每 一 条 


核 计算 两 面 角 wx 的 和 , 然 后 对 于 一 切 楼 取 和 . 对 于 3 了 4; 的 一 条 内 
楼 , gi 的 和 是 2x; 而 对 于 边界 上 一 条 楼 ,qi 的 和 则 等 于 该 棱 所 在 
的 4 的 禄 的 一 面 角 ， 因此 ， 


bp > Ph 一 六 mo + 2hn, (4.2) 


其 中 m; 是 在 重 分 4 一 > 4; 中 ， 两 面 角 为 mw 的 楼 分 解 成 4; 的 


棱 的 数目 ,而 心 则 是 重 分 后 内 楼 的 数目 。 
由 于 A Bi,i=1,2,...,M » Pk 可 以 看 作 多 面体 Bi 的 
两 面 角 。 因此， 仿照 上 面 的 推论 ,又 有 


上 


5 > Pr = Dy mi + 2 hr. (4.3) 
由 (4.2) 和 (4.3), 令 太一 26 一 2h, 就 得 
p> mi 一 > nipi; + Kz. 证 毕 , 


定理 II 存在 着 体积 相同 但 对 于 正则 重 分 不 相抵 的 多 面 
”+) 这 个 定理 及 其 证 明 是 Bricard 给 出 的 。 
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体 。 
证 明 用 表示 具有 单位 体积 的 正四 面体 ， 而 Y 表 示 具 有 单 
位 体积 的 正 立方 体 。 我 们 将 证 明和 交工 . 
设 wz 一 1,2, ,6,p8 7 一 1;2, 12 伐 次 表示 多 和 
的 两 面 角 。 通 过 简易 计算 ,可 知 


若 XsY 成 立 ， 则 根据 引 理 1， 对 于 茶 此 正 问 数 ma, 2; 和 其 
个 整数 和 ， 
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2 mg; 一 7 >) mi = 一 >) niBi; 十 Rr (4.4) 


i=1 
x 1 
一 也 Dy nt hr, 
i=1 


我 们 将 证 明 7 和 是 无 公 度 的 , 因而 象 (4.4) 那样 的 关系 不 能 存 
在 , 即 X 心 了 不 能 成 立 ， 


邻 5 一 人 一 cosy 十 isiny 一 二 十 二 V 8 
则 “是 二 次 方程 

3 妇 一 2 二 3 一 0 (4.5) 
的 根 . 


首先 我 们 将 证 明 : 对 于 任意 正 整数 m， 存 在 着 依赖 于 mw 的 整 
数 a,5。 使 得 
3 7 = at 十 2， (4.6) 
其 中 4 天 0(mod3)。 (4.7) 
我 们 用 归纳 法 来 证 明 这 个 论断 ,根据 (4.5), 当 m= 2 时 ,(4.6) 成 
立 。 假定 (4.6) 对 于 和 成 立 , 则 乘 以 世 , 并 把 党 一 3 代入 ,得 
3m07 人 一 340 二 365 一 a(25 —3)+ 365 
= (24 + 36)¢ — 3a, 
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由 于 a 满足 (4.7), 24 十 3 和 关 0(mod 3)， 故 上 式 的 系数 也 满足 
(4.7), 即 (4.6) 对 于 m 十 1 也 成 立 . 

现在 假定 7Y 是 x 的 有 理 数 倍数 , 则 将 是 1 的 一 个 根 , 即 对 于 
某 个 整数 N， 

公 一 1. 
但 当 m 一 NN 时 ,由 (4.6) 得 
3N EN = at + bm 3 

令 两 边 的 虚 部 相等 ,就 得 a 一 0, 与 (4.7) 矛盾 ,于 是 7 为 x 的 有 理 
数 倍数 的 假设 导致 矛盾 。 这 就 证 明了 对 于 正则 重 分 , 具有 单位 体 
积 的 正方 体 和 具有 单位 体积 的 正四 面体 不 相抵 。 


5。 多 面体 的 相抵 类 


在 本 节 里 ,我 们 主要 是 证 明 
定理 II 存在 着 体积 相同 而 不 相抵 的 多 面体 。 
由 定理 瑞 可 知 ， 在 三 维 空间 里 不 能 建立 关于 体积 的 初等 理 


我 们 将 通过 和 引 理 I 类 似 的 引 理 来 证 明定 理 II 

引 理 IV 设 4 和 B 为 多 面体 , @;,i 一 1,2,.…,r+, 和 Pi,j 一 1， 
2,…,s, 表 示 它 们 的 两 面 角 . 车 4 ~ B, 则 存在 着 正 整 数 mi;,mj， 
i 一 1,2,-…,7?,j 一 1,2,.…,s, 以 及 整数 ,使 


Ea 


> mit; 一 2 ni9; 十 Kx。 (5.1) 


f=1 


方 和 (5.1) 和 (4.1) 形式 相同 。 但 在 第 4 节 里 ,我 们 举 了 一 个 
例 ， 其 中 体积 相同 的 两 个 多 面体 X 和 Y 的 有 关 两 面 角 不 能 满足 这 
样 的 方程 ,因此 由 引 理 VI 可知 ,不 但 XX 心 Y 不 能 成 立 ,XX ~ 了 也 
不 能 成 立 ， 这 样 就 证 明了 定理 IU, 
于 是 关键 间 题 就 是 证 明 引 理 IV。 在 这 里 , 不 能 使 用 证 明 引 理 
I 所 用 的 简捷 方法 ,因为 那里 用 到 了 重 分 的 正则 性 . 
证 明 前 的 评论 ”我们 可 能 企图 由 4, 8B 的 非 正则 重 分 4= 
24i, 8 一 之 B; 获得 它们 的 正则 重 分 ,以 便 由 4~B 推 得 4 有心 8， 
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从 而 把 引 理 IV 归结 为 引 理 三 。 为 此 ,我 们 可 以 尝试 在 4; 上 引进 
一 些 新 的 顶点 和 棱 ， 使 得 它 和 其 它 4; 相连 接 处 有 相同 的 顶点 和 
楼 .假定 在 4; 和 别 的 4; 相连 接 处 ,对 4 引进 后 者 的 顶点 和 楼 以 
得 到 4;， 然 后 在 B 上 引进 相对 应 的 新 顶点 和 校 以 得 到 B;， 由 于 
8B 一 乙 B 一 般 不 是 正则 重 分 ， 我 们 还 得 在 B; 和 其 它 Bi 相连 接 
处 对 B; 引进 后 者 的 顶点 和 楼 以 得 到 B; ， 这 个 重 分 又 得 撒 回 到 
4;, 照 此 往 下 做 .。 只 有 经 过 有 限 多 步 后 ,这 种 做 法 不 需 继续 了 ,我 
们 才能 得 到 4, 8 的 一 个 共同 的 重 分 。 附 图 (为 简明 起 见 , 该 图 显 
示 二 维 情况 ) 表 明 , 上 述 步 骤 可 能 是 无 限 的 容易 看 出 , 若 交 x 是 
无 公 度 的 , 则 重 分 步骤 不 会 经 过 有 限 多 步 就 中 止 ?， 
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引 理 iV 的 证 9 *) 设 4 ~ B, 则 有 多 面体 Ci,i 一 1,2,*…， 
,使 


对 于 3 A; 里 的 Ai, i= 1,2,……,2, 芳 虑 一 切 和 它 的 楼 相 


关联 的 4; 的 顶点 , i 一 1, 2……，2， 并 用 a 表示 它们 在 多 面体 C， 
上 的 对 应 点 。 与 此 相应 ,，C: 上 还 有 b;。 这 些 点 3;，b; 把 C; 的 那 
些 楼 分 成 节 , 用 cx 表示 。 ai 点 也 把 Ci 那 条 楼 分 成 节 oi, 而 每 个 
es 是 有 限 多 个 e4 的 并 集 。 与 此 类 似 ,又 有 节 改 。 对 每 个 et 指定 
一 个 正 整 数 pt。 这样, 对 于 每 个 6 一 er 十 cr, 十"…* 十 er, 可 
以 指定 一 个 正 整 数 他 一 p,, 十 pr 十"… 十 Pr; 与 此 类 似 ， 对 于 每 
个 外 二 6 十 ec5, 十 … 十 6,， 指 定 一 个 整数 好 一 加 十 加 十 
二 


引 理 V 对 于 每 个 ex, 可 以 指定 正 数 Pi ,使 得 在 乙 4, 中 , 当 
< 和 6%, 重合 时 ， 


,一 外， (5.2) 
与 此 类 似 , 在 乙 B, 中 , 当 o%, 和 ,重合 了 时， 
PR, 一 PRN,. (5.3) 


证 明 我 们 将 利用 下 面 的 代数 引 理 来 证 明 引 理 V。 
引 理 VI 若 Ci 是 整数 而 齐 次 方程 组 


*) 这 个 证 明 是 Kagan 的 ， Mafh。Ann.，Bd. 57, 
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SC 一 0 一 112 (5.4) 
i=1 


有 一 个 解 着 二 (x, x3, xn)， 其 中 和 人 0 一 1 2 7 
则 必 有 另 一 个 解 @ = 二 (41, 91,"… 4s), 其 中 4; 是正 整 数 , :一 1， 
2,………， nm。 

引 理 VI 的 证 明 根据 线性 方程 组 理论 , (5.4) 的 一 切 解 可 以 
写成 有 限 多 个 有 理 矢 关 ;, 4 一 1,2,… ,日 ,号 过 7, 的 线性 组 合 . 
因此 着 二 (zy zz) 可 以 写成 

X= (r,t) = 十 Wp 
令 . 

KX’ 一 (zi rv 2) = K+ + hy 
其 中 丸 是 有 理 数 ， 可 以 选择 44 一 4| 充分 小 ,使 x; > 0, i 二 1， 
2,-… ,nn。 汪 ;既然 是 有 理 矢 ,而 44 又 选 的 是 有 理 数 ,x; 也 就 都 是 
有 理 数 .由 于 章 次 线性 方程 组 的 解 的 常数 倍 也 是 解 , 可 以 用 x; 的 
公分 母 乘 XX 以 得 到 一 个 整数 解 . 证 毕 。 

注意 方程 (5.2) 和 (5.3) 是 具有 整数 系数 的 含 Pi 的 齐 次 线性 

方程 。 若 把 六 写成 浆 , 则 立刻 可 以 看 出 ,它们 有 一 个 解 是 痰 一 e4 
的 长 。 由 于 闪 >0, 由 引 理 VI 可 知 ，(5.2) 和 (5.3) 有 正 整 数 解 . 
若 选择 这 些 整数 作为 六, 就 证 明了 引 理 V. 

现在 回 到 引 理 IV 的 证 明 。 对 于 每 个 ex ,6% ,和 和民 &, 依次 指定 
一 个 角 px， 和， 号 ,它们 依次 等 于 ex, 二 ,3 在 C 上 所 在 的 棱 上 
的 二 面 角 . 由 定义 可 知 , 若 eX, 和 ex, 为 所 ,的 一 部 分 , 则 

Ph 一 ph 一 ph, 
同样 , 若 oo ,所 是 史 的 一 部 分 , 则 
pi, 一 pi, 一 Ph. 
对 一 切 《<, 取 总 和 
prpr. (5.5) 
在 节 ei 的 集合 中 ,属于 同一 个 0 的 04 构成 一 个 子 集 。 我 们 把 同 
一 个 子 集中 的 cx 所 对 应 的 一 切 项 px9pxr 用 在 一 起 . 这 样 就 把 (5.5) 
的 项 重新 组 合 ; 显 然 ,(5.5) 可 以 写成 
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>.p pi. (5.6) 
我 们 现在 计算 (5.6)。 在 总 和 忌 4, 中 , 我 们 把 一 切 互 相 重 合 
的 节 a% 所 对 应 的 一 切 项 成 o 放 在 一 起 ， 根 据 引 理 IV， 对 于 一 
切 这 样 重 合 的 节 , 正 整数 太 , 都 相同 ， 因 此 在 每 条 棱 上 ， Ph;9% 
等 于 
(a) xp, 如 果 节 及 在 某 一 个 4; 的 面 上 ; 
(b) 2xp%, 如 果 co% 在 4 一 4; 里 是 一 条 内 楼 ,不 在 4 的 一 
个 面 上 ; 
(c) P02, 如 果 o 在 4 的 一 个 楼 上 ,其 二 面 角 是 oi. 
于 是 可 以 看 出 ,总 和 (5.6) 等 于 
>) mies 十 Rs (5.7) 


这 里 的 和 是 对 于 4 的 一 切 二 面 角 取 的 ，m; 表示 正 整 数 ,, 表示 整 
对 多 面体 B ,重复 上 述 推理 ,就 得 到 总 和 (5.5) 的 值 
>) niBi 十 Ar， (5.8) 


这 里 的 和 是 对 于 B 、 的 一 切 二 面 角 取 的 , 4 表示 正 整 数 , 心 表示 
整数 . 

令 (5.7) 和 (5.8) 相等 ,并 令 《一 心 一 后 :就 得 (5.1). 

定理 VI 的 系 理 ”车 把 一 蕊 体积 为 1 的 多 面体 分 为 相抵 类 ， 
则 至 少 得 到 两 类 . 

Dehn 以 及 较 近 的 Sydler 得 到 一 个 更 具体 的 结果 : 

定理 IV 体积 为 1 的 多 面体 的 相抵 类 的 涩 与 连续 统 同 , 

在 此 将 不 证 明 这 定理 。 


6. 相抵 楼 柱 
在 上 一 节 里 ， 我 们 证 明了 具有 相同 体积 的 多 面体 不 都 是 相抵 


1) Sydler, J. P., Sur la décomposition de Polyédres, Comment. Mutp. Hely,, 
16, 266—273 (1944), 


。 7I3 。 


的 。 这 就 向 我 们 提出 一 个 重要 而 有 赵 的 课题 : 求 属于 同一 个 相抵 
类 的 多 面体 的 公共 特征 。 

这 是 一 个 困难 的 课题 ,还 没有 完全 解决 。 Dehn 得 到 了 一 些 部 
分 结果 ,得 到 了 比 引 理 IV 更 强 的 关于 相抵 的 必要 条 件 。 

我 们 将 证 明 

定理 V 体积 相同 的 一 切 楼 柱 属于 同一 个 相抵 类 . 

证 明 ”把 楼 柱 了 的 底 分 解 为 小 多 边 形 ， 使 每 个 小 多 边 形 的 半 


径 ( 即 它 两 点 间 的 最 大 距离 ) < 人 sina, 其 中 五 是 高 ,是 母线 和 


高 所 作 的 角 。 
以 这 些 多 边 形 为 底 , 以 P 的 母线 为 母线 , 作 楼 柱 P;, 则 了 分 解 
为 PB,. 取 Pi 在 高 4/2 处 的 任意 点 ,经 过 它 作 平 面 垂直 于 户 的 母线 ; 
这 个 平面 把 P; 分 成 两 部 分 PL 和 户 。 由 于 已 


Bt 的 底 的 半径 < 所 sina， 这 个 平面 同 P 的 底 


，” 面 8; 和 顶 面 B; 都 不 相交 . 于 是 可 以 把 和 
Pi 连接 ,使 Bi 和 B? 重合 ,以 得 到 一 个 正 楼 柱 
Pi, 它 的 高 是 #r 一 h/ cosa。， 由 作 图 法 , 可 知 
已 ~ 已 

四 根据 定理 1 P; 的 底 8; 和 一 个 标准 矩形 

等 价 , 而 P; 是 一 个 正 棱柱 , 故 疡 和 一 个 正 矩 

形 棱柱 ( 即 一 个 插 体 ) PY 等 价 , 这 个 和 矩 体 有 一 边 是 1, 一 边 是 如 ; 于 
是 Pi 也 和 Pi 等 价 。 把 这 些 Pi' 首尾 相连 接 , 使 它们 的 1 XxX hh 的 面 
依次 重合 ,就 得 到 一 个 正 棱柱 P”, 它 有 两 边 是 1 和 4%, 于 是 P~P”, 
再 一 次 根据 定理 I, 可 以 作 一 个 标准 和 矩 体 P” ~ P. 由 于 P” 的 第 三 
边 决 定 于 了 的 体积 ,可 见 一 切 具有 和 了 同体 积 的 棱柱 与 同一 个 P” 
相抵 ,因而 根据 等 价 的 可 递 性 属于 同一 个 相抵 类 ， 证 毕 . 

广义 相抵 概念 ”已 给 多 面体 4 和 B， 如 果 有 另 两 个 多 面体 C 
和 和 C', 其 中 C 和 4,C’ 和 B 都 没有 公共 内 点 ;而且 

C~C,ATC~B+C’, 


则 4 和 8B 称 为 对 于 分 解 及 扩充 相抵 , 用 4B 表示 . 显然 4 ~ 8 
包含 4B. 

Sydler*) 证 明了 ,由 4B 可 以 推 得 4 ~ B; 见 这 个 对 于 分 解 
及 扩充 相抵 的 概念 并 不 比 只 4 对 于 分 解 相 抵 的 概念 更 加 一 般 化 。 它 
的 唯一 优点 是 , 若 4 ~ B、 这 个 结论 不 必用 阿 基 米 德 公理 即 可 证 
明 . 

已 给 多 面体 4 和 B, 若 


4 人 4 -PB 


其 中 4i 和 4i, Bi 和 Bj, isej, 没 有 公共 内 点 ,而 且 4; 和 B, 全 等 ， 
定向 也 相同 ,i 一 1,2，…， #, 则 4 和 B 称 为 相抵 而 且 同 向 的 . 

Gerling 证 明了 ,两 个 镜面 对 称 的 多 面 休 总 可 以 分 解 成 有 限 多 

个 分 别 全 等 而 同 向 的 多 面体 。 所 以 由 4 ~ B 总 可 以 推 知 它们 相 


关于 相抵 问题 以 及 有 关 问 题 的 全 面 讨论 , 可 参考 Sydler 的 论 


问 题 
第 一 章 
(1) 以 一 个 隅 G 的 诸 面 的 法 线 为 棱 的 隅 G' 叫做 G 的 极 隅 。 按 以 
下 方法 推导 关于 凸 多 面体 了 的 欧 拉 公式 : 对 于 ?的 每 一 个 顶 
点 作 那 里 的 隅 的 极 隅 ,并 利用 平面 和 球面 多 边 形 的 面积 公式 . 
(提示 : 求 G 的 面 (多 边 形 ) 的 角 和 G' 的 二 面 角 之 闻 的 关系 .) 
(2) 把 这 个 证 明 推 广 到 亏 多 面体 . 
(3) 把 这 个 证 明 推广 到 = 维 凸 多 面体 。 
(4) 在 一 个 特殊 的 ? 亏 曲 面 上 构造 具有 以 下 奇 点 的 矢 场 . 
(a) 两 个 指数 为 十 1 的 奇 点 , 27 个 指数 为 一 1 的 奇 点 .( 提 示 : 


*) 见 前 一 个 注 ， 


把 矢 场 看 作 一 个 函数 的 梯度 场 ,这 函数 有 一 个 极 大 点 ,一 
个 极 小 点 ,2p 个 鞍点 . ) 
Ch) 两 个 指数 为 1 一 p 的 奇 点 . 
(c) 一 个 指数 为 2 一 2p 的 奇 点 。 
(d) 个 奇 点 ,其 指数 分 别 为 记 ， 产 ,六 
二 十 户 十 十 天 一 2 一 22. 
(5) 到 乘积 
QC—f (XN) Tf X)1 fh(X)), . 
其 中 函数 大 ) 的 定义 见 第 14 节 , 把 这 个 乘积 展开 ,在 ( ”一 
1 ) 维 么 球面 上 取 积 分 ， 并 对 于 * 个 妃 天 ) 的 一 切 组 合 取 和 . 
把 这 个 结果 写成 w(r 一 0,1,………，”) 之 间 的 齐 次 线性 关系 ， 
其 中 or 是 单 形 的 一 切 7 维 面 的 角 之 和 ， 
这 ”十 2 个 关系 中 有 几 个 线性 无 关 ? 


第 二 章 
(1) 对 于 多 边 形 ,给 出 并 证 明 类 似 四 顶 定理 的 一 个 定理 ， 
(2) 通过 一 个 具体 的 例子 来 说 明 , 对 于 自己 相交 的 曲线 ,四 顶 定理 


不 成 立 。 考察 Bieberbach 的 Differentialgeometrie 中 关于 四 
顶 定理 的 证 明 , 并 说 明 它 为 什么 不 能 用 于 自己 相交 的 曲线 . 


第 四 章 

(1) 《a) 证 明 四 面体 1231 不 能 和 一 个 正 立 方 体 等 价 ， 
(b) 证 明 四 面体 1233 和 一 个 立方 体 等 价 , 并 指出 这 个 结论 

可 以 通过 把 四 面体 分 解 为 不 多 于 五 个 部 分 来 证 明 ， 

(2) 欧 几 里 得 (Euclid) 的 一 个 定理 说 ,矩形 I,T 以 及 开 , IT' 面积 相 
等 .根据 定理 1, 了 I~ 了 ,II 一 开 ， 把 这 些 盾 形 分 解 为 逐 对 全 
等 的 多 边 形 来 证 明 上 述 等 价 关系 ， 把 工 积 开 分 别 至 少 分 解 
为 几 个 部 分 才能 证 明 这 些 等 价 关 系 ? (通过 角 c, 8 来 表述 . ) 

(3) 证 明 丙 个 镜面 对 称 四 面体 相抵 而 且 同 向 。 


.77 。 


第 二 部 分 “整体 微分 几何 


， 斯 坦 福 大 学 ,1956 


记录 者 J. W, Gray 


m 


引 


这 一 系列 的 讲演 基本 上 是 讨论 二 维 曲 面 的 整体 几何 . 曲面 的 
内 蕴 歼 受 几何 涉及 不 多 ,主要 对 象 是 三 维 欧 氏 空间 的 曲面 ,特别 是 
闭 曲面 . 

第 一 章 是 经 典 局 部 微分 几何 的 复习 ， 第 二 章 论述 可 微 闭 曲面 
(不 一 定 含 在 B! 里 ) 的 若干 一 般 事 实 .接着 是 关于 闭 曲面 的 黎 曼 几 
何 的 一 短 章 , 考察 曲面 的 高 斯 曲率 ,曲面 上 方向 场 的 奇 点 ,以 及 曲 
面 的 拓 朴 结构 之 问 的 关系 。 其 余 各 章 专 论 EF! 里 的 曲面 . 

关于 第 一 章 的 内 容 可 以 在 下 面 诸 书 中 找到 详细 的 论述 . 

Struik, D. J., Classical Differential Geometry， 

Darboux, G., Legous sur la théorie générale des surfaces. 


Blaschke, W., Vorlesungen iiber Differentialgeometrie， Vol.l. 
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第 一 章 
曲面 的 局 部 微分 几何 (纲要 ) 
0. 记号 

我 们 将 采用 以 下 记号 : 

我 们 将 有 一 个 “参数 平面 ” 扬 ， 上 面 有 和 负 卡 儿 和 坐标 (ww, v) 或 
(w, 2?)，、 还 有 一 个 欧 氏 空间 EB;， 上 面 有 币 卡 儿 坐 标 (+, y, #) 或 
(x', x?, x’). 

矢量 (一 般 是 在 E; 里) 用 黑体 大 写 拉丁 字母 表示 、 如 不 ,也 
等 。 白 体 大 写 拉 丁字 母 则 用 来 表示 其 它 一 些 东 西 ， 其 意义 将 可 从 


上 下 文 看 出 。 并列 的 两 个 矢量 表示 其 数 积 , X 表 示 矢 积 . 
du 


若 “一 “xD), 其 中 是 参数 , 则 一 至 著 站 一 X(u,o)， 
则 大 一 -XU 一 -人 ;车 大 一 Xe, 则 一 OX， 
Ou Ov Ou 


2 .着 再 有 4 一 4),v =v 人), 则 XX 一 Xn 二 XX 
w 


帮 ) 一 


若 改 一 (*, ys) 而 x, y,z 是 zx 和 > 的 函数 , 则 Xs 一 (xu 
ys sa) 大, 一 (xo， yzo)， 和 和 万 的 定义 与 此 相仿 。 若 于 一 
(xz(D)，y(CD)。s(D) 是 一 条 曲线 , 则 入 一 (x', yz )， 若 :一 s 
是 弧 长 , 则 六 ' 用 下 或 于 表示. 

一 点 说 明 ”只 要 结论 和 证 明 有 需要， 我 们 就 假定 导 函 数 存 在 
而 且 连 续 ( 不 加 声明 )。 我 们 不 特别 企图 为 了 给 出 “最 好 ”结果 而 规 
定 关 于 导 函 数 的 最 低 条 件 。 但 是 , 当 需 要 假定 函数 是 解析 函数 时 ， 
我 们 将 明确 指出 ， 一 般 地 , 我 们 要 求 大 多 数 式 子 中 出 现 的 函数 是 
两 次 连续 可 微 的 .这 些 式 子 才 有 意义 ， 还 要 求 它们 是 三 次 可 微 的 ， 
才能 对 它们 进行 推算 。 


1 初等 概念 

11. 定义 ”里 一 个 曲面 是 ww 平面 (叫做 参数 平面 ) 上 一 
区 域 RR 到 ’ 里 的 映 象 ， 但 须 满足 以 下 条 件 : 若 映 象 是 通过 函数 
x(u, v), y(x,v), z(u,v) 确定 的 , 则 

1) 一 切 一 阶 偏 导 函数 存在 ,而 且 连 续 (必要 时 , 需 有 更 强 的 假 
设 ); 

Xu Yu Su 

2) rnk( y, ”) 一 2。 
这 个 曲面 用 天 (wz) 一 (x(w,v), y(n, v), z(u,v)) 表示 . 

1.2. 定理 ”车 从 xz 平面 的 域 R 到 的 映射 确定 一 个 曲面 ， 
则 它 是 一 个 局 部 同 胚 映 射 ; 即 在 R 的 点 的 一 个 邻 域 和 该 邻 域 的 象 
之 间 , 它 确定 一 个 同 胚 对 应 ， 

证 明 可 以 假定 
Ya Yu 
Ty Yo 
这 时 曲面 在 xy 平面 内 的 投影 是 ww 平面 到 *? 平面 内 的 一 个 局 部 
同 呈 映射 ,因为 它 的 雅 科比 (Jacobi) 行 列 式 不 等 于 零 . 所 以 ,到 曲面 
内 的 映射 是 一 对 一 的 , 而 且 把 开 集 变 成 开 集 , 因此 , 这 个 映射 是 局 
部 同 胚 的 . 

13. 定义 若 沽 二 (x(u, vv)，y(u, 2z), z(u,v)) 是 一 个 曲 
面 , 则 XX。, XX 都 是 曲面 的 切 和 撩 ;它们 所 确定 的 平面 叫做 切面 . 


詹 量 中 一 和 久生 


[Xx x | 是 曲面 的 么 法 矢 . 
1.1 中 的 条 件 可 以 说 成 X 尝 , 闯 0; 即 和 大， 都 不 是 零 矢 
而 且 方 向 不 同 ， 
1.4. 定义 ”一 个 运动 是 平移 、 转动 ,反射 或 它们 的 任意 结合 . 
一 个 可 容许 的 参数 变换 是 大 平面 的 一 个 域 玉 到 ww 平面 的 


一 个 域 屋 的 一 对 一 变换 ,而 且 人 3, ») 


0 


天 0。 
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在 这 样 一 个 变换 中 , 往往 需要 缩小 某 些 式 子 的 适用 域 。 在 一 
定 意义 下 , 这 是 经 典 微分 几何 的 特点 ; 在 整体 微分 几何 里 ， 人 恰恰 
是 不 许可 这 种 做 法 的 . 

若 站 (4, v) 是 一 个 曲面 ， 则 经 过 容许 的 参数 变换 ，XX(u(z， 
5), v(z, 5)) 显然 也 是 一 个 曲面 ， 它 和 闫 (w, v) 是 同一 个 点 集 所 
.构成 的 ， 著 2 > 0, 则 天。x 下 ;和 下。X XX， 方向 相同 ; 
否则 方向 相反 


2， 第 一 基本 齐 式 
2.1. 定 义 若 关 (u,v) 是 曲面 , 则 
Kidw 十 2X,X,dudv + Kidw 
中 做 曲面 的 第 一 基本 齐 式 。 若 E 一 X32, F 一 XX,X,, G 一 XX;， 
则 它 可 以 写成 
Edrw + 2Fdudv + Gdv’. 

若 用 坐标 (w', wer) 来 代替 (x, v)， 则 第 一 基本 齐 式 就 可 以 写 

作 
giidu'rdvi, 其 中 gu 一 E, gn 一 gi 一 F, gx 一 0G. 

2.2。 设 w(t), vz) 确定 xz 平面 上 一 条 曲线 . 若 尖 (wu, v) 是 

一 个 曲面 , 则 涛 (x(z), vz)) 是 曲面 上 一 条 曲线 。 这 条 曲线 的 长 ， 


作为 定义 ,是 [VO Ya 由 于 天 "一 Xuw 十 站 ,v', 我 们 立刻 
得 到 
[VO Ya 一 | VE + 2Fuv + G(r Ya 


一 [VE + 2Fadudv + Gdv’. 
因此 ,在 曲面 上 , 弧 长 元 素 ds 用 下 式 确定 : 
ds? = Edw + 2Fdudv 十 Gd 
据 此 ,第 一 基本 齐 式 是 恒 正 的 . 
2.3。 已 给 两 条 相交 曲线 ， 则 曲线 之 间 的 角 就 是 切线 闻 的 角 。 
”83 ， 


若 采 用 坐标 (wz2)， 它 们 的 切 矢 依次 可 以 写成 切 矢 闫 ,XX 的 线 
性 组 合 “和 和 Xi。 若 7 为 曲线 苇 线 间 的 角 , 则 
gija’b! 
Vgiaa’ MgO 
2.4. 曲面 X 的 一 个 域 的 面积 4 用 下 式 确 定 : 
一 人 EG — Fidudv 一 IIv det(g did. 


2.5.。 由 以 上 说 明 , 可 见 曲面 的 第 一 基本 齐 式 基本 上 确定 该 曲 
面 的 度量 性 质 ， 容 易 看 出 , 这 些 概念 对 于 运动 和 对 于 可 容许 参数 
变换 都 是 不 变 的 . 事实 上 ， 若 gii 是 基本 齐 式 对 于 (wt, zw) 的 分 
量 , 而 gx 是 对 于 (未 , 到 ) 的 分 量 , 则 

ate 一 BrdUusdu«, 
即 gii 的 变化 就 像 一 个 二 阶 协 变 张 量 那样 若 X,Y 是 可 以 通过 运 
动 互相 转变 的 两 个 和 而 -它们 就 有 相同 的 第 一 基本 齐 式 ,但 这 论断 
的 逆 理 不 正确 . 

2.6. 定义 设 关 和 YY 为 两 个 曲面 ， 若 在 X 和 Y 之 间 有 一 个 
同 胚 对 应 , 使 对 应 曲线 的 长 相等 , 则 X 和 Y 称 为 等 距 的 ,而 这 个 同 
胚 对 应 就 叫做 等 距 对 应 . 

若 引 进 参 数 w,v, 使 大 (wz) 和 Y(w, v) 在 一 个 同 胚 对 应 4 
中 是 对 应 点 ， 则 为 等 距 对 应 的 充 要 条 件 是 。 对 于 wv， 宇和 六 
有 相同 的 第 一 基本 齐 式 . 


cosy 一 


3. 短程 线 


3.1. 定义 设 关 为 曲面 , 天 (5) 为 曲面 上 一 条 曲线 , 其 中 s 
是 弧 长 . 车 着 一 7 其 , 则 XX(s) 叫做 一 条 短程 线 。 若 #,v 是 曲面 
参数 , 则 这 个 条 件 等 价 于 基因 ,一 0, 姜 XX, 一 0， 从 这 两 方程 消去 
红 长 ,并 取 v 作为 曲线 参数 ,就 可 以 看 出 ,曲线 满足 一 个 二 阶 微分 
方程 

ti 一 有 os 9), 
于 是 有 下 面 定理 


9， 84 。 


3.2. 定理 “已 给 曲面 上 -点 以 及 曲面 在 该 点 的 一 个 方向 ， 则 
经 过 该 点 , 沿 所 给 方向 ,恰好 有 一 条 短程 线 . 

3.3. 定理 ”曲线 X(:) 为 短程 线 的 一 个 充 要 条 件 是 。 对 于 
X(s) 上 的 每 两 点 < 和 6b，X(s) 在 4a，5 间 的 长 对 于 曲线 在 4 和 
5 之 间 的 变 分 有 去 留 值 . 

证 明 设 X(s, 人 ) 是 连结 ,5 的 一 族 曲线 ,X(s, 0) 一 XX(5)， 
并 令 

e(7) = {VEXG, DF as. 


我 们 先 证 明 , 若 关 (s) 是 短程 线 , 8'(0) 一 0。 通 过 简单 计算 ， 
可 知 
so XKX'ds 
VR) 
但 ， 是 弧 长 , 故 着 :一 1， 由 于 (着 六 )* 一 着 XX' 十 硕大 ,经 过 分 
部 积分 ,得 


2(0) —| 


er(0) 一 [ 茂 大 于 一 人 Ke 


现在 , 芝 和 曲线 在 (*) 相 切 ,而 天 "是 沿 昌 线 变动 方向 的 矢量 . 但 
X(T) 经 过 4,5, 故 [着 区 一 0, 此 外 ,由 于 XX’ 是 曲面 的 一 个 
切 矢 ， 若 严 是 曲面 与 大牌 直 的 切 矢 ， 可 以 令 苹 ' 一 p(s) 着 十 
4(9D)Y。 再 由 办 一 1, 可 知 有 着 一 0， 因 而 


so) 一 一 | (XY)g()a. 


若 对 于 每 个 在 <, 8 等 于 零 的 函数 4(*), 8 (0) 一 0, 则 根据 变 分 法 
的 基本 原理 , 必 有 羡 Y 一 0, 但 蔚 居 一 0, 故居 了 一 0 和 条 件 着 = 
1 发 等 价 . 
倒转 来 , 若 吉 一 1 大, 则 姜 Y 一 1 天 Y 一 0, 因而 &%(0) = 0. 
3.4. 定义 设 C 为 曲面 X 上 任意 曲线 . 设 v 为 沿 C 的 弧 长 . 
根据 3.2, 经 过 C 的 每 一 点 ,有 唯一 的 垂直 于 C 的 短程 线 . 根据 人 
们 熟知 的 ,关于 微分 方程 的 性 质 , 这 些 短 程 线 连续 地 依赖 于 它们 和 
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C 的 交点 、 因此， 在 C 的 邻近 , 它们 彼此 不 相交 ; 故 若 * 是 没 这 
些 短程 线 的 弧 长 , 则 x 和 wv 构成 可 容许 参数 系 , 称 为 一 个 短程 坐标 
系 , *，” 则 称 为 短程 参数 

3.5. 定理 车 us vw 是 症 上 的 短程 参数 ， 则 ds = dr + gd 
倒转 来 , 若 dr 一 dw 十 gdr, 则 曲线 vw 一 常数 是 短程 线 . 

证 明 ”一般 地 d? 一 Edw 十 2Fdudy 十 Gdv, 若 u,v 是 短程 
参数 , 则 因 « 是 弧 长 , 一 北 ; 一 1， 还 必须 证 明 F(w,v) 一 XX,XX, 一 
0. 现在 按 定义 , F(0, v) 一 0。 于 是 根据 3.1, 只 须 证 明 F。=0. 
但 

F, = KN, + KX,. 
其 中 ,因为 一 1, XX 一 到 已 一 0; 又 由 于 * 线 是 短程 线 ， 


Xs 一 龙 和 曲面 垂直 。 因为 四 ,是 切 和 撩 ,着 着 一 0。 故 Fw 一 
后 , 若 g 一 十 VG, 则 
d? = dw + grid, 
倒转 来 ; 设 4, 5 为 曲线 vr 一 常数 上 两 点 , 并 设 了 D 为 连接 它们 
的 任意 曲线 , 则 


£(D) = [Var + gdv > (UU), 


其 中 过 表示 曲线 ”一 常数 。 于 是 也是 ,2 间 长 度 最 小 的 曲线 ， 
因而 是 短程 线 . 


4 平 移 


4 汪 定义 设 为 曲面 关上 一 条 曲线 C 的 昕 长 , Z(s) 为 沿 
曲线 C 的 一 个 矢 场 。 若 包 在 切面 点 的 分 量 是 零 , 即 作 ,ws 一 0， 
则 世 就 叫做 一 个 沿 C 的 平行 矢 场 。 更 确切 地 说 ,这 是 莱 维 奇 维 塔 
(Levi-Civita) 意义 下 的 平行 性 . 

例 若 C 是 短程 线 , 则 着 ,ws 一 0, 因为 着 垂直 寺 曲 面 ,， 因 
此 ,短程 线 的 切 矢 项 构成 于 行 矢 场 . 

4.2. 定理 ”车 Z 和 如 是 两 个 平行 和 撩 场 , 则 如 一 常数 ， 
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证 明 由 于 么 和 如 是 急 矢 而 和 ZZ, 各, 垂直 于 曲 窜 ， 
(ZZ)° = ZZ + ZZ, = 1. 
这 个 定理 的 一 个 特 款 是 2Z? = 常数 ， 故 平行 矢 场 中 的 矢量 的 
长 固定 。 于 是 两 个 矢 场 之 间 的 角 也 是 常数 。 所 以 这 种 平移 是 刚性 
的 ,因而 我 们 可 以 谈论 在 一 点 的 矢 丛 的 平移 . 
4.3. 定理 已 给 曲面 尖 (wx, v) 上 一 条 曲线 C 以 及 在 C 一 点 
的 矢量 , 则 总 有 含 该 矢 在 内 的 一 个 治 C 的 平行 矢 场 。 
证 明 若 Z(?) 是 沿 C 的 一 个 平行 和 撩 场 ,我 们 要 证 明之 w= 
9 和 一 个 一 阶 微分 方程 组 等 价 ， 显然 , 全 ws 一 0 等 价 于 忆 其 .= 
0, 太 一 1,2。 由 于 乙 是 切 矢 ， 
Z = 2K, 
其 中 x’ 是 ZZ 的 分 量 . 故 
Z= 2 大 ;十 pg 一 ZK + Ki 
因此 , 必 有 
0 一 os XK + (Xi Ki) ie', 
现在 XX 一 gix。 若 用 (g”) 表示 (gix) 方 阵 的 逆 , 则 用 g* 策 
上 式 , 就 得 
0 一 六 十 (ap. G2. FR 
落 令 $$ 一 gij 半 :，、 上 式 就 可 以 写成 
0 = zt + Thaigi, 
这 就 是 所 求 的 一 阶 微分 方程 组 。 于 是 在 在 性 和 唯一 性 都 可 以 从 人 
们 熟知 的 这 种 方程 组 的 性 质 推 得 。 
4.4. 定理 在 (xw, v) 是 短程 坐标 的 特 款 ，42 一 dw 十 82do2， 
微分 方程 组 简化 为 
C= —gus, 
其 中 a 为 疼 , 和 之 间 的 角 . 
证 明 对 于 短程 坐标 , 着? 一 1, 六; 一 9, 又 根据 4.2, 可 以 令 
Z| 二 1, 故 ZZ 可 以 写成 
ZZ = cosaoX, t+ sino(g :HK,). 
于 是 


心 一 cosc( 总 ， 十 好) 十 sina( 一 上 + (eX,)'). 
但 因 (zx, v) 是 短程 坐标 ,由 2 一 1 (8 有 7 一 1 可 知 XX 着, 一 
一 0 (8 (8 一 0 又 天 ,一 0 故 

ZX, = sina( 一 & 十 (8 太古) 一 0， 

.万 Xeg 一 cosa(G + lg X,)) 一 0， 
又 由 天 (8 一 0, 可 知 

站 (8 ) + Kg KX,)’ 一 (已 8 一 0， 
因此 ,上 两 式 中 sinc 和 cose 的 系数 只 差 一 个 符号 。 由 于 sin c 和 
cosa 不 能 同时 等 于 零 。 

t+ X.(g KX,) 一 0， 
或 者 ,用 和 5 表示 
G+ 8 Klost + g RK, d,s = 0. 

现在 , ,XX, 十 XXX, 一 (用 = 0, 2XR,, — (X:),= 


0, 故 天 ovX, 一 0， 最 后 ,由 天? 二 8g, 可 得 ssX, 一 立 (8 )s. 
沂 以 上 式 化 为 
和 一 一 gx。 


由 这 个 结果 可 以 看 出 ,在 短程 坐标 下 ,平移 方程 决定 于 第 一 基 
本 齐 式 .但 平移 与 坐标 系 无 关 , 故 这 个 结论 适用 于 任意 坐标 系 .不 
过 ,为 了 便于 在 第 5 节 中 应 用 ,我 们 将 直接 证 明 这 个 事实 ， 

4.5. 定理 ”矢量 平移 方程 只 决定 于 第 一 基本 齐 式 . 

证 明 ”我 们 只 须 证 明 玫 决定 于 第 一 基本 齐 式 。 由 于 太一 
8 外 ij 叉 ,只 须 考察 

Tik 一 大 本。 

由 gix 一 XX 可 知 Top 庄 量 满足 以 下 关系 

1) Ti = Tii,g; 
Ogix 
Oui? 

Ogj; 


b) —Tixrs — Tiki = — Dut? 


2a) 天 十 Tj 一 
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Og 
©) Te 十 Ti,r — -Hr 


把 方程 22), b), c) 相 加 ,并 利用 1), 就 得 


1 /gu Og 8gi 
Vint = 2 (6 tr ~ But ) 


5. 黎 曼 空间 


5.1. 定义 设 d5 一 gwdu'dui 为 wz 平面 一 个 域 内 的 一 项 黎 

曼 度 量 ( 即 gz 构成 恒 正 对 称 方 阵 ), 则 仿照 第 4 节 , 令 
Og; Og ,, 
Tii,x = z( 5 5 2 )， 
T 一 82。 
若 * 是 在 一 条 曲线 上 的 一 个 逆 变 矢 场 的 分 量 , 而 且 它 们 满足 方程 
34 Thtiz’ — 0, 

则 该 场 称 为 平行 场 。 这 组 方程 叫做 平移 方程 . 

若 一 条 曲线 的 切 矢 满足 平移 方程 , 则 该 曲线 叫做 短程 线 . 

5.2. 定理 设 妨 和 BB 依次 为 具有 分 景 a’! 和 的 矢量 , 则 数 
积 4B 一 gjia'bi 在 平移 下 不 变 。 这 个 性 质 的 重要 意义 在 于 : 车 
含 wz 的 函数 Ti,x 对 于 前 两 个 下 标 是 对 称 的 ,而 且 用 它们 来 作为 
平移 方程 的 系数 时 , 数 积 不 变 , 则 它们 必须 是 5.1 里 的 Ti。 

练习 ”证明 定理 5.2. 

5.3. 定理 ”短程 线 满足 一 个 二 阶 微分 方程 ， 而 在 一 条 短程 线 
上 两 点 之 间 , 沿 短程 线 的 距离 ,对 于 曲线 在 两 点 之 间 的 变动 有 扣留 
值 . 像 第 3 节 那 样 ,党 一 条 曲线 可 以 引进 短程 坐标 . 


6. 二 维 黎 权 几何 中 的 曲率 


6.1。 设 闭 曲 线 C 是 一 个 二 维 黎 曼 流 形 上 一 个 域 尽 的 边界 ， 
U 是 RUC 上 一 个 连续 的 方向 场 , Qu( 关 0) 是 在 C 上 一 点 的 矢 
量 , Z,(0 万 1 万 1) 是 沿 C 平移 2 所 产生 的 场 ,o 一 六 [7,，Z.]， 
则 疝 C, 变 差 gce 等 于 角 这 [Zo, ZZ1](mod 2x). 容 易 证 明 , 5cc 和 
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忆 或 之 的 选择 都 无 关 . 
6.2. 定理 ” 设 RR 是 小 得 可 以 含 在 二 个 短程 坐标 系 里 的 域 ,C 是 
尺 的 边界 , 则 
sca 一 一 人 人 d4， 


其 中 44 一 gdudw 是 面积 元 素 . 
证 明 应 用 4.4, 可 得 


ace = a 2 一 一 中 sd 一 一 中 gudv 
c C Cc 
一 一 人 guududy 一 一 人 Sa. dA4. 
6.3. 定义 K(a) 一 一 uska) 叫做 高 斯 - 黎 曼 曲率 ， 人 KdA 
g(a) ; 


叫做 域 的 总 曲率 ,根据 6.2, 一 个 域 R 的 总 曲率 等 于 一 个 矢 沿 R 
的 边界 平移 一 周 时 ， 它 的 角 的 变化 . 
6.4. 定理 (a) 与 在 a 点 的 坐标 系 无 关 。 
证 明 天 (a) 一 一 24 一 im ace, 其 中 4 是 C 所 包围 的 
g(a) Cc 4 
面积 而 lim 表示 曲线 C 绾 成 。 点 时 的 极限 。 由 于 4 和 ce 都 和 


坐标 系 无 关 , 故 定理 成 立 。 

6.5. 定理 ” 若 天 为 常数 , 则 在 规定 边界 条 件 下 ,对 于 所 给 天 只 
有 一 种 黎 受 度量 . 对 应 于 到 > 0, 玉 <0 和 天 一 0 三 种 情况 的 黎 
曼 度 量 依次 称 为 椭圆 , 双 曲 和 欧 氏 度量 ， 

证 明 证 明 是 容易 的 ， 因 为 8 满足 微分 方程 gw 十 Kg 一 0. 

6.6. 定理 ”在 一 个 正 交 坐标 系 ( 即 F=0) 下 ,车 E=e*,G= 
8 则 
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7. 及 里 曲面 的 高 斯 曲率 


7.L 为 了 引导 到 里 曲面 曲率 的 讨论 ， 我们 回顾 平面 曲线 
曲率 的 定义 .车 C(s) 是 平面 曲线 , 其 中 :是 弧 长 ， > rt 是 曲线 


切线 和 正 * 轴 所 作 的 角 ， 则 曲线 曲率 定义 是 《一 二-。 显 然 ,我 


们 也 可 以 把 了 作为 曲线 法 线 和 正 * 轴 所 作 的 角 . 设 了 入 xy 平 呵 上 
以 原点 (0,0) 为 中 心 的 么 加 ,并 考虑 C(*) 到 TT 里 的 法 线 象 : 即 对 
于 每 点 C(%), 经 过 (0,0), 作 么 矢 平行 于 C(s) 在 5 的 法 矢 , 其 终 
点 就 是 C(m) 在 TT 上 的 法 线 象 ， 设 8(s, so) 为 C(:) 在 :和 s% 之 
间 的 弧 长 ,而 人 (s,s0) 为 T 上 在 s 和 之 间 的 弧 长 , 则 


fd(s, $0) = | dT 一 | kas. 
0 


SC(s 50) 
$0) 一 lim 一 ~、-? -一 
多 ) ze oo) 


7.2。 对 于 5? 里 的 一 个 曲面 尘 (w, v) ,我 们 有 一 个 类 似 的 ,在 
么 球 宛 上 的 映射 即 经 过 (0, 0, 0) 作 么 矢 平 行 于 XX(w, v) 在 
(tos v0) 的 法 矢 , 并 以 它 的 终点 作为 莹 (mw, v0) 在 避 上 的 象 ， 这 个 
映 象 电 做 头 的 球面 象 . 设 A(ws vo) 为 含 (wu, vo) 在 内 的 一 个 
小 域 的 面积 , 0 是 这 个 域 的 球面 象 的 面积 , 则 曲率 KK 的 定义 是 
a dQ 
K(w, v0) 一 lim 也 一 7° 
高 斯 证 明了 (奇妙 定理 ?); 这 个 KK 只 决定 于 曲面 的 第 一 基本 齐 式 . 
事实 上 ,可 以 证 明 , 这 个 K 和 6.3 的 K 是 相同 的 。 由 此 可 以 立刻 着 
出 ,着 着 和 是 等 距 曲 面 ,它们 在 对 应 点 有 相同 的 曲率 ， 


8， 第 二 基本 章 式 
8.1. 定义 ”曲面 闫 (nw,v) 的 第 二 基本 齐 式 是 


译 者 注 


1) Theorema Fgregium, 
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,Rd 十 2 大 KAdudy 十 KE,, Rd, 
由 于 大 ,大 一 0, 因而 大 .在 一 一 XX 证 。 等 等 ,第 二 基本 齐 式 可 
以 写成 

—¥, Rd 一 2 RAudy — K, Rdv. 
若 令 了 一 一 了 这 ,、M 一 一 中 大 NMN 一 一半 , 营 ,， 则 上 式 又 可 
以 写成 | 

Law + 2M dudv + Ndv’. 
若 用 坐标 (w', tw) 来 代替 (x, v), 则 第 二 基本 齐 式 还 可 以 写成 
ldu'dui, 

其 中 证 一 工 ,各 一 一 M， 1 一 N。 

我 们 将 利用 第 二 基本 齐 式 来 推 知 在 一 点 的 邻 域 的 曲率 的 详细 
情况 。 由 于 有 下 面 的 定理 , 我 们 也 将 涉及 一 ling**” 诸 量 . 

8.2. 定理 ” 蕊 ; 一 一 站 和， 即 四 是 规定 曲面 法 矢 变化 率 的 线 
性 变换 的 分 量 . 

证 明 由 于 如 是 一 个 切 矢 , 访 ; 一 afXi， 取 它 和 关 的 数 积 
就 得 一 i 一 aigix, 因 此 , 先 以 g**, 就 得 

df = lg = 1, 

8.3. 由 于 (0) 是 一 个 线性 变换 的 方 阵 ， 可 以 考察 它 在 线性 
变换 ?下 的 不 变量 , 即 它 的 行列 式 , 它 的 迹 以 及 它 的 特征 值 。 可 以 
证 明 

i\y __ det 
det(1) 一 人 一 玉 ， 
其 中 天 是 高 斯 - 黎 曼 曲率 . 
作为 中 曲率 妃 的 定义 ,我 们 令 
1 1 
H= 过 tr 全 ) 
其 中 tr 表示 迹 。 容易 证 明 


GL—2FM + EN 
EG—F: “ 
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1) 这 是 指 在 参数 变换 下 ， Xi 和 总 所 经 历 的 线 狂 变换 。 一 一 译 者 注 
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若 选 取 参 数 , 使 得 在 一 点 处 ,EE 二 6G 一 1, FF == 0, 则 (gj)= 
(67) 而 (gj) 一 (6;)。 这 时 (四 二 (1) 是 对 称 方 阵 。 因此 ， 
(1) 的 特征 值 是 实 的 ,我们 用 名 和 名 表示 .如 和 名 叫做 主 曲 率 ， 
它们 满足 

kb 一 KK 锯 十 名 二 2H. 
因此 , 如 一 昌 土 V Hi 一 K ， 若 其 对 应 的 特征 矢 是 唯一 确定 的 ( 妈 
大 她 ), 则 特征 矢 的 方向 叫做 主 方向 .名 一 名 的 点 叫做 脐 点 .在 
前 一 情形 ,可 以 求 得 两 族 沿 主 方向 的 曲线 .这 些 曲 线 叫 做 曲率 线 . 

8.4. 曲率 线 方 程 可 以 推导 如 下 : 

设 (ww', tw) 为 坐标 系 , (du', dw?) 是 其 中 一 个 主 方向 。 这 样 ， 
由 于 证 方向 在 球面 映射 下 不 变 ,(dw', ax) 必定 和 (ljdwi, Widw/) 成 
比例 。 政 

| du dt 
au laui 
展开 ,并 用 (x, v) 而 不 用 (ww, 2) 表示 ,就 得 
ldw + (1 — ldudv — ladv’ = 0. 
显然 , 在 一 个 非 脐 点 (当然 也 非 平 点 ) 的 邻近 , 可 以 引进 参数 , 使 曲 
率 线 成 为 参数 曲线 。 可 以 证 明 , 参数 曲线 为 曲率 线 的 一 个 充 要 条 
件 是 F 二 M0. 

8.5. 定义 ” 设 (u,v) 为 曲面 在 一 点 的 切面 上 的 直角 坐标 系 ， 

其 原点 在 切 点 。 二 次 曲线 
Liw + 2Madudv 十 No 一 土 1 
叫做 杜 潘 (Dupin) 标 线 。 有 以 下 几 种 情况 . 

1) 第 二 基本 齐 式 是 定 齐 式 , 即 LN 一 M? > 0. 这 时 上 式 只 
有 一 个 符号 可 以 确定 实 曲 线 , 标 线 是 椭 加 。 在 这 样 一 点 邻近 , 团 面 
完全 位 于 曲面 的 一 侧 ; 球 面 映射 是 1 一 1 的 而 且 保 持 定向 . 

2) 第 二 基本 齐 式 是 不 定 齐 式 , 即 LN 一 M? < 0. 杜 潘 标 线 
是 两 个 共 力 双 曲 线 。 这 时 切面 和 曲面 相交 。 在 这 样 一 点 邻近 , 球 
面 映射 是 1 一 1 的 ,而 且 相 个 定 向 .。 

3) LN— M’ = 0., 
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a) 〈 工 , M,N) 关 (0;0,0)。 这 时 杜 潘 标 线 是 两 条 平行 线 ， 
因为 方程 左边 是 一 个 线性 式 的 平方 

b) (IL, M,N) 一 (0,0,0). 杜 潘 标 线 不 存在 。 这 样 的 点 
叫做 平 点 。 这 时 对 切面 和 曲面 的 关系 不 能 作 一 般 的 结论 , 球面 映 
射 甚 至 可 能 不 是 1 一 1 的 . 

8.6. 可 以 对 主 曲率 给 出 更 能 显示 其 几何 意义 的 解释 。 已 给 
曲面 上 一 点 以 及 在 该 点 的 切面 上 一 个 方向 ， 这 个 方面 和 曲面 在 该 
点 法 线 确定 一 个 平面 。 这 平面 和 曲面 交 于 一 条 平面 曲线 ; 可 以 证 
明 , 其 曲率 是 


Ladw + 2M dudv + Nadw dn 


« Edw + 2Fadudyv + Gadv’ 


是 切面 上 那个 方向 的 函数 ,而 且 可 以 证 明 || 一 十 ， 其 中 ”是 


从 切 点 到 杜 潘 标 线 的 距离 。 因 此 ,一 般 地 ,有 一 个 极 大 值 和 一 个 
极 小 值 。 这 些 正好 是 特征 值 名 和 如, 而 它们 所 出 现 的 方向 正 是 特 
征 矢 的 方向 。 例外 情况 发 生 在 该 点 是 障 点 (或 平 点 ) 时 , 那 时 一 切 
方向 都 是 特征 方向 。 在 2) 和 3a) 两 种 情况 ,确定 渐 近 方向 的 是 
工 妇 十 2Muv 十 Nv = 0., 
8.7。 曲率 玉 是 通过 球面 象 引进 的 ， 是 作为 平面 曲率 有 的 推 
广 。 中 曲率 如 也 是 《的 自然 推广 ; 这 时 是 通过 在 两 点 之 间 的 曲线 
长 的 变 分 来 推广 的 . 
设 其 为 平面 上 连接 a,b 两 点 的 曲线 ,其 长 度 为 &. 若 令 芷 变 
动 , 则 象 第 3 节 那 样 ,8 的 变化 率 是 
&' 一 一 本 2 十 [大 居 
设 了 为 曲线 的 么 法 和 拓 , 7 为 曲线 切线 和 正 x 轴 所 作 的 角 , 则 
大 一 (cosrysinz)。 
于 是 | 
X= i(—sinr,cost) = kY. 


1) 通常 A 称 为 曲面 在 该 方向 的 法 曲率 .严格 地 说 ， 平 面 曲 线 的 绝对 值 和 A 相同 . 
一 一 译 者 注 


» DO4 。 


由 于 淹 ' 可 以 写成 
XX =/ 省 十 nY, 
可 见 对 于 任意 变 分 X” 
2 一 一 (rtas + [了 
若 X' 是 法 向 变 分 而 变 辑 是 1, 即 :一 0,z 一 1, 则 
e 一 一 人 kds, 


车 把 上 述 论点 移植 到 EF? 里 一 个 曲面 项 的 一 个 域 ， 其 结果 就 
用 如 表 达 。 设 p 为 变 分 的 参数 ,4(p) 表示 变化 了 的 面积 。 若 天 
为 沿 b 变化 方向 的 导数 , 则 

XX' = wK + Xtang. 
可 以 证 明 
4 一 一 2 人 zH44 十 路 ( 台 ， X', dX), 


其 中 ( 兴 , 了 , 2) 表示 矢量 着 , 了, 的 行列 式 . 若 Xtang 一 0， 
2 一 1, 则 
4 人 一 2 | HaA. 
练习 ”推导 上 面 关 于 4 的 公式 . 
9，、 两 个 基本 齐 式 的 关系 


9.1. 定理 ” 设 由 曲面 X 到 曲面 Y 上 有 一 个 1 一 1 的 映射。 设 
(u,v) 为 一 个 坐标 系 , 在 其 中 ,映射 的 对 应 及 为 关 (#, vz) 和 Yl(z， 
v). 于 是 , 汪 和 了 的 第 一 和 第 二 两 个 基本 齐 式 相同 的 充 朗 条 件 是 : 
该 映射 是 一 个 正常 运动 . 《在 一 个 反射 下 ,第 一 基本 齐 式 相同 而 第 
二 基本 齐 式 变 号 .) .. 

9.2. 定义 设 Edw 二 2Fdudv 十 Gd 和 Ldw + 2M dudv 二 + 
New 为 两 个 微分 齐 式 . 设 路 的 定义 象 5.1 那样 , 则 方程 

L,— Mu = ThL+ (Ti ~— THM ~— THN, 
M,C—~— Ne = TL + (Ti,— TM ~ TSN 


» 95 。 


叫做 科 达 齐 (Codazzi) 方程 
9.3. 定理 已 给 两 个 齐 式 Eee 十 2Fdudv 十 Gdv? 和 Ladw 十 
2Mdudv 十 Ndw*， 以 它们 为 第 一 和 第 二 基本 齐 式 的 曲面 存在 的 充 
”要 条 件 是 : 
1) Edrwr 十 2Fdudv 十 Gdo 是 恒 正 的 ; 
2) LN 一 M* 一 BE, F,G), 其 中 了 是 高 斯 的 奇妙 定理 中 的 
算 子 ; 
3) 两 个 齐 式 满 足 科 达 齐 方程 (因此 ， 科 达 齐 方程 基本 上 是 两 
个 齐 式 的 可 积 条 件 ). 
证 明 ”我 们 将 简 述 必要 性 的 证 明 。1) 和 2) 是 显然 的 ,为 了 
证 明 3) ,考虑 公式 
Xi; = a Xi + li 
取 它 们 和 Xe 的 数 积 ,得 
Dis = Xi, = BA。 
改 吃 一 玫 。 因 此 
Xi 一 Th + 全 时. 
我 们 还 知道 总 一 — ltX,. 现 假设 三 阶 导 函 数 是 连续 的， 天 ;一 
天 站 一 大 6 等 等 。 经 过 计算 ,可 以 证 明 这 些 方 程 恰 好 归结 为 科 达 
次 方程 和 高 斯 奇妙 定理 ， 


10. 几 点 补充 


10.1.。 我 们 已 经 看 到 第 一 基本 齐 式 的 系数 gz 是 一 个 对 称 协 
变 张 量 的 分 量 ; 具 体 地 说 , 若 在 一 个 坐标 系 中 g 一 (gii) ,而 在 另 一 
坐标 系 中 8 一 (#7), 则 8 二 T'gT, 其 中 了 是 坐标 变换 的 雅 科 比 
方 阵 , 7 是 工 的 转 置 . 

但 是 第 二 基本 齐 式 系数 六 的 情况 有 所 不 同 .因为 已 一 若 ; 使 ， 
若 基 经 过 坐标 变换 不 变 , 则 2 将 是 一 个 协 变 张 量 的 分 量 ,但 按 定 
义 , 坐标 变换 颠倒 定向 时 , 及 变 向 。 一 般 地 , 若 在 一 个 坐标 系 中 
/一 (17) ,而 在 另 一 个 坐标 系 中 了 二 (07), 则 7 一 oz7257 ,其 中 心 
是 工 的 行列 式 的 符号 ， 
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现在 ,曲率 KK 不 受 第 二 基本 齐 式 这 个 性 质 的 影响 ,但 在 颠倒 定 
向 的 变换 下 ,中 曲率 则 变 号 ,这 是 因为 tr( 一 站 一 --tr()， 所 以 只 
有 当 正 向 已 选 定 , 即 法 线 方 向 确定 时 ,一 个 曲面 的 中 曲率 才能 完全 
确定 ， 

10.2.。 在 第 3 节 中 ,我 们 证 明了 ,可 以 引进 参数 ,使 

d? = dw + gdv, 
另 一 个 可 以 引进 的 有 用 参数 系 是 正方 参数 系 , 它 满足 条 件 E=G， 
F 一 0。 若 在 已 给 的 一 个 坐标 系 中 ， 
d2 = Edw + 2Fdudv 十 Gdz， 

则 在 ,FF,G 是 解析 函数 的 假定 下 ， 可 以 简单 地 证 明 引 进 正方 参 
数 a*,v* 的 可 能 性 , 那 时 我 们 把 请, F, G 拓 广 到 复 域 以 得 到 证 
明 . 这 个 定理 在 弱 得 多 的 条 件 下 也 是 正确 的 ,例如 只 人 须 假定 EE, 下， 
G 有 连续 二 阶 导 函数 ,但 证 明 困难 得 多 . 

显然 , 这 样 一 个 从 w*v* 平面 到 曲面 的 上 映射 保持 角度 不 变 , 因 
而 是 保 角 映射 。 这 时, 若 方便 的 话 ,我 们 可 以 引进 新 参数 

Wu ti Wi, 

10.3。 在 曲面 用 x = z(x,y) 表示 的 特 款 ， 各 基本 量 可 以 用 

显 式 表示 。 设 也 97 依次 表示 sz，zy，zxzy，zxy， zyy， 则 
E=1+P, 有 一 2 G 一 1 十 个 
一 一，M 一 一 一 一 一 ， 
MT 十 所 十 下 WVI1 士 刀 十 于 

N= 了 及 一 ri 
VitP+te (t+ 


2H = (1+9)r— 2pg + (1+P) 
(1 士 妨 士 全) ” 


工 
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第 二 章 
关于 微分 几何 中 闭 曲 面 的 一 些 一 般 事实 


关于 本 章 里 所 涉及 的 拓扑 学 内 容 ，Seifert-Threlfall，Lehrbuch 
der Topologie 可 作为 一 般 参 芳 书 。 


1， 里 的 简单 闭 曲面 

11 定义 E 里 一 个 简单 闭 ( 即 紧 ) 曲 面 或 二 维 波形 是 互 里 
具有 以 下 性 质 的 点 集 5: 

1) S 是 紧 的 ( 即 有 界 而 闭 的 ). 

2) SS 是 连通 的 . ( 紧 集 $ 不 连通 的 条 件 是 : S 一 4UB, 其 中 
4 和 了 是 非 空 紧 集 而 且 4 门 B 是 空 集 ). 

3) 每 一 点 PE S 有 一 个 和 平面 上 一 个 圆 盘 内 部 同 胚 的 邻 域 
N(p)CS. 

若 除 此 以 外 , 5 还 满足 以 下 条 件 , 则 称 为 可 微 的 : 

4) 设 N(p) 为 满足 上 面条 件 3) 的 邻 域 ， 并 令 其 中 的 同 胚 映 
射 为 

Ku, 0) = (x(u, v), yu, vr), z(u,v)), 
这 里 面 ，(w, v) 为 平面 的 直角 坐标 ,而 +, yz# 为 EF; 里 的 直角 坐 
标 , 则 x,y, z 是 可 微 的 ,而 且 
Xu Yu Ta 
rank ( y, 二 一 2。 

5) 若 re N(p)NN(q), 其 中 N(p) 和 xm 平 面 上 一 个 圆 盘 同 
胚 , N(q) 和 环 平 面 上 一 个 圆 盘 同 胚 , 则 N(p), N(q) 之 间 的 对 应 
一 (Wd, Vv), 5 一 5(u, 2) 是 来 回 可 微 的 ,因而 在 rt 点 ， 

B(z 2) 
B(u,v) 
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1.2. 定理 (Jordan-Brouwer). 车 8 为 下 里 简单 闭 曲 面 , 则 
EM\S 一 JUE, 其 中 I 了 和 满足 : 

1) I 和 E 是 连通 的 非 空 开 集 ; 

2) INE 是 空 集 ; 

3) 了 是 有 界 的 ; 

4) EE 是 无 界 的 1 

工 叫做 S 的 内 部 ， E 叫做 外 部 . 

1. 3. 定理 ” 若 S 是 里 的 简单 闭 曲 面 , 则 5 和 如 下 图 的 一 个 
带 & 个 环 柄 的 球面 同 胚 (g > 0) 。& 叫做 曲面 的 亏 格 。 


DS 
中 () 


带 零 个 环 柄 的 曲面 带 一 个 环 柄 的 曲面 


CD 


带 两 个 环 枉 的 曲面 


2 抽象 闭 曲 面 
2.1. 定义 ”一 个 抽象 闭 曲 面 是 满足 第 二 可 数 公 理 的 豪 斯 多 夫 


(Hausdorff) 空间 5, 它 还 满足 1.1 中 的 条 件 1),2),3)。 车 1.1 的 
条 件 5) 也 满足 , 则 曲面 称 为 可 微 的 ， 

设 8 为 可 微 曲面 而 f 是 5 上 的 实 值 函数 ， 设 pe 5， 而 N(p) 
和 wz 平面 上 一 个 圆 盘 同 胚 , 其 中 p 对 应 于 (0,0)， 车 fx。 v) 在 
(0,0) 可 微 , 则 f 叫做 在 可 微 的 . 这 个 概念 显然 不 受 可 微 坐 标 变 
换 影响 

2.2. 定义 ”已 给 一 个 抽象 可 微 闭 曲面 ， 若 可 以 选择 它 的 一 切 
参数 圆 盘 ， 使 得 1.1 的 条 件 5) 中 的 雅 科比 行列 式 都 是 正 的 , 则 访 
曲面 称 为 可 定向 的 . 

车 曲面 是 欧 氏 空间 的 一 个 子 集 , 则 一 个 等 价 条 件 是 ,可 以 对 曲 
面 的 切面 规定 协同 的 定向 。 由 于 在 p 点 的 切面 的 定向 确定 的 邻 
域 的 定向 ， 这 就 等 价 于 要 求 两 个 邻 域 在 它们 的 交集 内 所 规定 的 定 
向 相同 . 

2.3. 定理 E* 里 一 个 简单 闭 曲 面 是 可 定向 的 

证 明 (概略 ) 直觉 地 容易 看 出 , 这 是 正确 的 。 因为 根据 1.2。 
在 曲面 每 一 点 可 以 选取 指向 内 部 的 那个 法 撩 ， 若 对 E' 选 定 了 一 
个 定向 ,就 可 以 规定 在 每 一 点 的 切面 的 定向 ,使 它 同 内 向 法 矢 在 一 
起 ,和 E* 的 定向 一 致 。 用 这 个 方法 显然 可 以 得 到 整个 曲面 的 协同 
的 定向 . 

2.4. 定理 一 个 可 定向 的 抽象 闭 曲 面 和 ?里 一 个 简单 闭 曲 
面 同 胚 ,因而 根据 1.3, 和 一 个 带 & 个 环 柄 的 球面 同 胚 (8 > 0). 但 
是 下 面 的 例 表明 ,存在 着 不 可 定向 的 抽象 闭 曲 面 . 

2.5. 例 “ 实 射影 平面 设 (u,v, w) 为 下 里 的 直角 坐标 系 ， 
令 P 为 (0,0,0) 点 ， 设 工 为 平面 w 一 1. 于 是 每 一 条 经 过 P 而 不 平 
行 于 荆 的 直线 确定 上 唯一 的 一 点 ;倒转 来 ,上 每 一 点 确定 经 过 
p 而 不 平行 于 工 的 唯一 的 一 条 直线 。 事实 上 (#, v, w) 可 以 看 作 
点 


*，I00。 


(u,v, 1) = ( 纪 ， ,1)eL 
ew ew 了 


的 齐 次 坐标 。 显然 , 平行 于 工 的 直线 对 应 于 射影 平面 二 上 的 无 穷 
远 点 , 即 具 有 齐 次 坐标 (xz”,0) 的 点 . 所 以 , 实 射影 平面 的 点 同 以 
FF 里 一 点 为 中 心 的 线 把 的 直线 1 一 1 对 应 。 这 个 线 把 中 的 直线 和 
一 个 二 维 球面 上 的 对 极点 偶 有 自然 的 1 一 1 对 应 。 这 些 点 偶 的 集 
合 和 上 半球 面 的 点 1 一 1 对 应 ,但 须 把 半球 面 的 边界 ( 即 赤 道 ) 上 的 
对 极点 粘 合 . 

在 上 述 作法 中 , 若 取 以 P 为 中 心 的 么 球面 作为 二 维 球面 , 则 在 
第 一 个 对 应 关系 中 ,射影 平面 上 齐 次 坐标 为 (#, v, wv) 的 点 对 应 于 
点 偶 ( 蔚 ,也 ,各 ), (一 蔚 , 一 了 ,一 和 宇 )， 其 中 my 


而 在 第 二 个 对 应 中 , 当 w 关 0 时 , 它 对 应 于 ( 芯 , 世 ,4 ), wr 
0 时 ， 它 对 应 于 ( 蔚 , 之 ,0) 和 (~ 一 之 ,0), 其 中 一 
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这 最 后 的 点 集 显 然 和 平面 上 一 个 圆 盘 同 
肥 ， 但 须 把 圆 盘 边界 上 在 一 条 直径 两 端的 点 粘 
合 . 对 于 圆 盘 内 的 点 ,其 邻 域 可 以 采用 欧 氏 和 平 
面 的 普通 邻 域 ;对 于 边界 点 ,可 以 取 两 个 半圆 盘 
如 图 . 一 

由 这 最 后 的 模型 ， 可 以 明显 地 看 出 射影 平 
面 是 不 可 定向 的 .因为 , 若 在 中 心 确定 一 个 定向 , 则 在 一 切 内 点 ,都 
有 确定 的 定向 。 但 对 于 一 个 边界 点 , 则 由 于 粘 合 了 直径 两 端 ,从 内 
部 沿 不 同方 向 趋 于 这 一 点 ,就 得 到 相反 的 定向 . 

2.6. 克 莱 因 (Klein) 瓶 。 一 个 克 菜 因 郊 可 以 用 一 个 长 方形 来 
表现 ,但 其 对 边 相 粘 合 如 图 (1). 图 (2) 表示 E* 里 克 莱 因 瓶 的 模 
型 ,但 它 和 自己 相交 . 

2.7. 定理 ”一 个 不 可 定向 的 抽象 闭 曲面 或 者 和 一 个 带 了 个 环 
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(1D) ; 《2) 


柄 (p 0) 的 射影 平面 或 和 带 P 个 环 柄 (p 之 0) 的 克 莱 因 瓶 辐 
胚 . 


3。E’ 里 的 一 般 闭 曲 面 


3.1. 定义 设 5 为 具有 可 微 结构 的 抽象 闭 曲 面 。 设 汰 为 由 

S 到 E’ 内 的 可 微 映 象 ; 即 
KX(Pp) 一 (x(p), y(p), z(p)), 
其 中 x(p), y(p), z(p) 是 % 上 的 可 微 函 数 ， 而 且 对 于 局 部 参数 
Us Vs 
Xu Yu Tu 
rank 人 y, go = 2. 

这 时 故 就 叫做 里 的 一 般 闭 曲面 。 严格 地 说 , 一 个 一 般 闭 曲面 
是 一 个 有 序 偶 (56, 闵 }. 但 若 5S 二 XX(56) 是 5 在 兰 下 的 象 ,在 不 
会 引起 混乱 的 情况 下 ,我 们 也 把 S 叫做 一 般 闭 曲面 . 

关于 秩 的 条 件 表明 , X 是 局 部 1 一 1 的 , 但 5 的 象 可 能 自己 相 
交 。 根据 2.3, 若 5 是 不 可 定向 的 , 它 在 FE? 里 的 象 必然 自 交 . 

3.2 定理 ”每 一 个 不 可 定向 闭 曲 面 可 以 可 微 地 , 局 部 1 一 1 地 
媒 入 BB, 成 为 一 般 闭 曲面 . 

证 明 .2.6 中 的 图 (2) 表示 克 莱 因 瓶 在 下 内 的 这 种 戏 人 . 博 
艾 (Boy) 曲面 是 射影 平面 在 B; 内 的 嵌入 . 关于 博 艾 曲面 的 描述 ， 
可 参 芳 Hilbert-Cohn-Vossen，Geometry and the Imagination»。 根 
据 2.7 ,一 切 其 他 不 可 定向 闭 曲 面 都 是 这 两 个 曲面 之 一 应 上 环 柄 ， 


1) 即 Anschaulische Geometrie. 译 者 注 
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3.3. 问题 ”上面 所 说 的 嵌入 概念 从 几何 观点 看 是 必要 的 , 因 
为 克 莱 因 瓶 和 射影 平面 在 E 内 的 嵌 人 还 没有 已 知 的 显 式 来 表达 . 
对 于 射影 平面 ,例如 可 以 尝试 通过 二 维 球面 上 三 个 侦 函 数 ,其 雅 科 
比 矩 阵 的 秩 为 2 的 , 来 达到 这 个 目的 。 有 人 猜想 认为 可 以 通过 偶 
次 的 齐 式 . 但 是 ,已 经 证 实 , 用 二 次 齐 式 不 行 , 并 且 有 猜想 认为 用 
四 次 齐 式 也 不 行 . 

至 于 在 EF 内 的 仁和 人 入 , 则 在 Hitbert-Cohn-Vossen 的 书 中 ,给 出 
了 射影 平面 在 E' 内 的 参数 表示 式 . (但 那里 所 列 的 , 消去 参数 后 
的 曲面 方程 却 不 正确 ， 因 为 (用 他 们 所 采用 的 记号 ) 平 面 > 一 上 一 
0 也 满足 那些 方程 .) 一 般 地 , 若 M#* 是 下 维 不 可 定向 流 形 , 就 不 可 
能 通过 一 有 和 个 方程 

六 一 0，z 一 1.2,………， nn 一 友 ， 

把 它 在 E* 里 表示 , 其 中 f; 的 雅 科比 矩阵 具有 最 大 的 秩 。 证 明 这 
个 事实 的 思路 是 : 如 果 这 样 的 方程 存在 , 则 在 每 点 记 的 梯度 将 是 
独立 的 ,因而 确定 M* 的 一 个 定向 ,而 这 样 就 有 了 了 矛盾 . 

3.4. 声明 ”在 以 下 讲演 中 , 我 们 将 限于 可 定向 曲面 。 


4. 歼 归 几何 


4.1 设 8% 为 抽象 闭 曲 面 。 若 在 % 上 规定 一 个 二 阶 对 称 协 变 
张 量 g;;, 使 得 齐 式 gsdu'dni 是 恒 正 的 , 则 在 % 上 确定 了 一 宗 黎 曼 
几何 。 根据 2.4 和 3.2, 每 一 个 抽象 闭 曲面 5 可 以 在 EB 内 表现 为 
一 般 闭 曲面 , 所 以 , 车 把 % 看 作 E; 里 的 一 个 子 集 , 则 在 它 上 面 诱 
导出 的 度量 就 可 以 作为 抽象 昌 面 上 的 黎 曼 度量 的 例 ， 于 是 就 有 一 
个 问题 ， 这 种 度量 是 不 是 唯一 的 可 能 ? 即 : 在 一 个 抽象 曲面 % 上 
已 给 一 宗 黎 曼 度 量 gi;, 能 否 把 % 等 距 地 柑 和 信 E;， 以 成 为 EB; 里 的 
一 般 闭 曲面 9 下 面 的 定理 和 例 表明 ,其 答案 是 否定 的 ! 

4.2. 定理 设 S 为 里 的 一 般 闭 曲 面 , 则 在 S$ 上 存在 着 一 点 
p, 在 那里 K(p) > 0. 

证 明 由 于 S$ 是 紧 的 ,以 一 个 已 给 点 为 中 心 ,可 以 作 半 径 尺 最 
小 的 球面 ,把 Ss 包含 在 内 ;于 是 球面 和 5 至 少 在 一 点 相 切 。 在 这 样 
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的 切 点 , 5 的 曲率 之 球面 的 曲率 之 0， 
练习 ”对 于 孕 里 每 一 个 一般 曲面 ,证 明 [| Ka4 > 4r, 其 


中 PCS 是 3 上 天 > 0 处 的 点 集 。 
4.3. 例 设 % 为 回转 圆 环 面 ,c 和 8 为 参数 如 图 。 令 
dr? 一 der + dB. 


则 天 一 0, 因 为 在 这 个 度量 下 , % 局 部 地 和 欧 氏 平面 一 样 . 故 根据 
4.2, 5o 不 能 等 距 地 嵌入 E;。 但 是 % 可 以 等 距 地 檬 入 E'; 了 水 数 
Xi= cosa, Xs 一 sing, Xx;3 一 cosp, +,—= sinp 
就 确定 这 样 一 种 能 人 法 ;因为 
ld2 一 dx 十 di 十 di 十 di 一 do 十 d8. 

这 个 反例 , 因为 用 了 曲率 天, 只 适用 于 三 次 可 微 ( 即 人 类) 的 
等 距 嵌 人 问题 . 

4.4。 在 上 面 的 例 中 ， 我 们 看 到 所 给 度量 可 以 在 已 中 实现 . 
一 般 地 ,已 经 知道 ,一 个 满足 第 二 可 数 公 理 的 & 维 紧 豪 斯 多 夫 空 间 
可 以 同 胚 地 霸 入 EX**+。 若 那 个 空间 还 是 一 个 流 形 , 则 可 以 在 E* 
里 实现 同 胚 柑 人 。 因此 , 任意 抽象 闭 曲 面 可 以 同 胀 地 嵌入 EB', 但 
问题 仍然 是 , 是 否 每 一 个 黎 曼 度量 都 能 在 E; 里 实现 ? J]. Nash 证 
明了 ,如 果 我 们 满足 于 C: 嵌 人 ， 这 是 可 以 的 ( 见 Annals of Mathe- 
“matics，60(1954)，p. 383 一 396)。 他 的 结果 可 以 归纳 如 下 : 

车 一 个 # 维 抽象 微分 流 形 M" 有 一 个 C” 类 的 同 跃 氏 入 到 
Ek, 之 4 十 1， 则 M"” 上 的 每 一 个 (C” 类 的 ) 黎 曼 度 量 可 以 实现 
在 E* 里 的 一 个 C' 类 简单 闭 流 形 上 . 

Nash 还 获得 了 关于 C” 类 等 距 柑 入 的 一 些 结果 ( 见 Annals of 
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Mathematics，63(1956)，p. 20 一 63) ,但 关于 维 数 的 上 界 很 差 . 他 
的 主要 结果 是 : 

车 3<h < oo, 一 个 具有 C4 类 正 度量 的 + 维 紧 流 形 在 (3n 
十 11) 维 欧 氏 空间 里 有 一 个 C* 类 嵌入 . 

对 于 一 2 的 情况 ,没有 给 出 确定 的 结果 。 
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第 三 章 


具有 黎 曼 度量 的 闭 曲 面 的 总 曲率 和 
关于 线索 场 奇 点 的 庞 加 莱 定 理 


1 曲线 族 的 奇 点 


1.1. 定义 曲面 $ 上 的 一 个 非 零 切 矢 确定 曲面 上 的 一 个 线 
素 。 这 个 矢 的 一 切 非 零售 数 确定 同一 个 线 素 。 因此 , 线 素 不 分 正 
负 向 。 严 格 地 说 ,一 个 线 素 是 切 矢 空间 的 一 个 一 维 线性 子 空间 . 

一 个 域内 的 一 个 正则 (可 积 ) 线 素 场 对 应 于 该 域内 一 族 曲线 ， 
在 域内 每 点 的 线 素 和 经 过 该 点 的 曲线 相 切 。 

若 在 一 个 域内 , 除 单独 一 点 p 外 , 有 一 个 处 处 正则 的 线 素 场 ， 
而 且 该 场 不 能 (唯一 地 ) 连 续 拓 广 到 p, 则 p 是 该 场 的 一 个 奇 点 . 

1.2. 定义 ? 一 个 孤立 奇 点 的 指数 i 定义 如 下 . 设 P 为 一 个 线 
素 场 的 一 个 孤立 奇 点 而 C 是 具有 如 下 性 质 的 简单 闭 线 : 

1) 在 C 的 内 部 , p 是 唯一 的 奇 点 ; 

2) C 上 没有 奇 点 . 
则 所 给 场 在 C 上 诱导 出 一 个 线 素 场 F， 设 C 是 用 一 个 以 * 为 参 
数 的 函数 确定 的 : C 一 CCD), 0 过 :< 1. 在 C(0), 选 定 线 素 两 个 
方向 中 的 任意 一 个 。 于 是 ,通过 连续 性 ,对 于 每 一 个 50 < :< 1， 
在 CC) 都 有 一 个 方向 ， 我 们 要 考察 , 绕 C 一 周 ?后 。 线 素 场 方向 
的 总 变化 .为 此 ,我 们 需要 有 一 个 度量 角度 的 参考 系统 .暂时 假定 
C 是 充分 地 小 ,小 到 可 以 含 在 一 个 固定 局 部 坐标 系 所 适用 的 域内 。 
在 这 个 域内 ,我 们 可 以 取 一 个 无 奇 点 的 线 素 场 ,例如 通过 参数 曲线 
s 一 常数 ， 这 线 素 场 在 每 一 点 确定 一 个 方向 U. 设立 [U, F] 为 
1 假定 直面 5 具有 黎 受 度量 而 且 是 可 定向 的 ， 一 译 者 注 
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所 选 的 玉 方 向 和 上 方向 之 闻 的 角 , 而 令 Sc 交 [7 天] 为 绕 C-- 周 
后 这 个 角 的 总 变化 ， 令 

2xf 二 dc[U, Fl. 
容易 看 出 j 一 本 ,其 中 ”是 一 个 整数 ， 


1.3. 定理 “了 和 好 或 C 都 无 关 。 这 样 , 上 面 定义 中 把 C 限 
制 在 小 域 里 就 是 不 必要 的 了 . 
证 明 1 设 V 是 另 一 个 无 奇 点 的 场 , 则 
sc¥LU, Fl = cLU, Vi+t+ scTIV, Fl. 
但 当 C 选 得 充分 小 时 ,可 令 5cLU, 太 任意 小 , 因为 U 和 V 都 是 
没有 奇 点 的 连续 场 ,但 5c[U, 多 是 的 整数 倍 , 故 5cLU, Vi~0. 


2) 由 于 十 se 连续 地 依赖 于 C, 而 21 是 整数 ， 显然 与 C 


无 关 、 
1.4. 定理 ” 若 de 是 一 个 黎 受 度量 而 1.2 中 的 角 是 根据 这 个 


度量 确定 的 , 则 指数 与 所 采用 的 度量 无 关 . 
证 明 设 (8;) 和 (hs) 为 两 个 黎 曼 度量 的 恒 正 齐 式 的 方 阵 ， 
Fi) = (1— it)git thi, 0 委 上 < 魏 ]， 
也 是 恒 芷 的 ， 因 而 对 于 每 个 :， 它 确定 一 个 黎 曼 度量 , 而 2i 是 整 


数 。 故 i 与 度量 无 关 ， 
1.5. 例 下 面 的 例 说 明 ， 对 于 每 个 j 一 二， 总 有 一 个 具 指 数 


则 


i 的 奇 点 . 


(1) 无 奇 点 , j=0 (2) 产 于 
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:3 
65) 广元 (6) 52 


07) 产 部 


(8) 二 - 寺 -, 访 1 
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(9) 所 一 雯 (010) j=~1 


GD 7 -二 2 ol 


16. 定义 在 一 个 8 亏 曲 面 上 总 有 一 个 线 素 场 ， 它 有 有 限 多 
个 奇 点 ,而 且 奇 点 指数 和 是 2 一 28。 
证 明 ”我 们 将 分 别 描述 具有 这 个 性 质 的 可 微 场 。 
la) g 一 0， 取 经 过 两 极 的 一 族 大 圆 。 有 了 两 个 象 1.5 中 的 (4) 
那样 的 ,指数 为 十 1 的 奇 点 。 改 
2 一 2 一 2 一 2.0. 


lb) 8 一 0。 平面 上 一 族 平 行 直线 的 球 极 射影 。 在 北极 有 一 
个 象 1.5 中 (6) 那样 ,指数 为 十 2 的 奇 点 . 
lc) g 一 0. 取 水平线 x 一 常数 .有 三 个 象 1.5 中 (3) 那样 , 指 
数 为 十 1 的 奇 点 ,一 个 象 1.5 中 (10) 那样 ,指数 为 一 1 的 奇 点 。 故 
21 一 2, 
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24) g 一 1， 取 回转 六 ,无 天 点 , 3) = 0 一 和 一 3 1 

2b) 8 一 1。 取 曲线 x 一 常数 。 有 两 个 象 1.5 中 (3) 那样 , 指 
数 为 十 1 的 奇 点 , 两 个 象 1.5 中 的 (10) 那样 ,指数 为 一 1 的 奇 点 ， 
故 i 一 0. 

3a) 对 于 任意 8g, 若 曲面 媒人 Ei 如 图 。 取 曲线 x 二 常数 。 有 
28 个 象 1.5 中 (10) 那样 ,指数 为 一 1 的 鞍点 ,两 个 象 1.5 中 (3) 那 
样 ,指数 为 十 1 的 奇 点 . 故 21 一 2 一 28. 

3b) 若 曲 面 是 作为 两 个 平面 图 形 的 边界 粘 合 而 成 的 如 图 ， 则 
所 示 的 场 有 2(g 一 1) 个 象 1.5 中 (10) 那样 ,指数 为 一 1 的 奇 点 ， 
故 之 1 一 2 一 28。 

练习 ”在 一 个 8 之 2 亏 曲 面 上 ， 作 一 个 恰好 有 一 个 奇 点 的 线 
素 场 ,验证 奇 点 指数 是 2 一 28。 (这 个 奇 点 可 以 象 1.5 中 图 (11) 那 
样 ,但 也 不 必须 是 那样 .) . 

17. 一 点 历史 。 庞 加 莱 原 来 研究 具有 以 下 形状 的 微分 方程 的 
奇 点 : 


a(u, v)du + b(u, v)dv = 0, 


若 a 和 如 有 一 个 公共 零点 , 则 在 该 点 邻近 , 积分 曲线 就 类 似 1.5 中 
的 一 些 图 。 例 如 

a) udu 十 vadv 一 0 给 出 图 (3); 

b) vau 十 udv 一 0 给 出 图 (10); 

c) vdu 一 wdv 一 0 给 出 图 (4)。 . 
但 是 容易 看 出 ， 不 是 1.5 的 图 都 对 应 于 这 类 的 微分 方程 ， 因 为 在 
adz 十 bdv 一 0 的 一 条 积分 曲线 上 ， 矢 量 (a, 2) 是 曲线 的 法 矢 ， 
但 (a,5) 是 具有 确定 方向 的 矢量 。 因 此 , 绕 C 一 周 后 , 它 必然 变 
动 了 n，* 2z, 其 中 ?是 一 个 整数 . 所 以 ij 的 半 ( 非 ) 整 数值 不 对 应 于 
上 述 那 样 的 微分 方程 . 


2 主要 定理 
2.1. 定 理 I 设 $ 为 可 定向 的 8 亏 闭 曲面 , 在 它 上 面 有 一 宗 黎 
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曼 度量 , 因而 有 确定 的 曲率 尺 ， 设 在 5S 上 有 一 个 至 多 有 有 限 多 个 
奇 点 的 线 素 场 已 , 则 奇 点 指数 之 和 i 是 确定 的 ,而 且 
人 aa Tj 


证 明 若 C 为 5 上 一 个 简单 弧 , 它 上 面 不 含有 下 的 奇 点 , 则 
所 在 C 上 诱导 出 一 个 方向 场 Fc. 若 Ze 是 C 上 的 一 个 平行 场 , 令 
2(C) 一 cl2Ze, Fel. 
显然 ， 已 给 C 和 已 给 黎 曼 度量 , 8(C) 只 决定 于 C 而 与 所 选 的 平 
行 场 无 关 。 由 于 一 个 平行 场 的 定义 与 C 描绘 的 方向 无 关 , 若 一 C 

表示 沿 C 的 相反 方向 描绘 的 曲线 , 则 
2( 一 C) 一 一 2(C). 

在 曲面 论 中 ,人们 熟知 的 一 个 定理 是 ， 曲 面 可 以 重 分 为 二 维 
腔 , 而 二 维 腔 则 是 平面 上 一 个 闭 腔 的 拓 提 象 。 显然 ,可 以 把 曲面 重 
分 ,使 得 : 

1) 在 任意 腔 的 边界 上 没有 的 奇 点 ; 

2) 每 一 个 腔 含 有 至 多 一 个 奇 点 ; 

3) 每 一 个 腔 可 以 用 一 个 短程 参数 系 履 盖 。 

用 Y,,， Y2,……* 表 示 这 些 腔 ， 用 /人 Y) 表示 Y 里 的 奇 点 指数 
( 当 Y 里 没有 奇 点 时 ，1(Y) 一 0). 

设 Y 为 固定 腔 , 0 为 相应 的 短程 坐标 系 里 短程 线 的 方向 ， 
b(Y) 为 了 的 边界 , 则 根据 1.2 和 1.3， 
1) 2rj(Y) = 56» XIU, F]l. 
但 是 ,在 1,6.2 中 ,我 们 知道 , 若 Z 是 Bb(Y) 上 一 个 平行 场 , 则 


人 Kadd4 一 0»F¥IU, Z1. 


这 可 以 写成 
2) — [| Ka4 = suwLZ, UY. 


Y 


把 1) 和 2) 相 加 ,得 
2zi(Y) 一 | KdA = Bow LZ, FI 


Y 


“1i2« 


一 >) $C,), 


Ciebiv) 
其 中 C; 表示 Bb(Y) 上 的 弧 , 而 总 和 则 是 对 这 一 团 C; 取 的 。 若 对 
于 一 切 二 维 腔 Yk 取 和 , 则 得 
2x2)1 一 | KaA = 0; 


因为 每 个 弧 C; 刚好 在 其 个 Yx 的 边界 上 , 一 次 作为 十 Ci, 一 次 作 
为 一 CG. 


这 就 是 所 求 的 结果 . 
2.2. 定理 生 ( 庞 加 菜 ) 若 书 是 S 上 至 多 有 有 限 多 个 奇 点 的 
线 素 场 , 则 
ZI1 一 2 一 28， 
其 中 8 是 5 的 亏 格 . 


证 明 由 于 2rZ1 一 人 Kd4 而 人 Kd4 与 场 无 关 ， 对 于 一 


s s 


切 至 多 有 有 限 多 个 耕 点 的 场 ， >i 是 相同 的 。 但 在 1.6 里 ,我 们 给 
出 了 i 一 2 一 2g 的 例 ,所 以 对 于 一 切 这 样 的 场 ,定理 中 的 等 式 
成 并 . 

2.3. 定理 HI (曲率 积分 ) 若 $ 是 具有 黎 曼 度量 的 一 个 可 定 
向 的 8 亏 闭 曲面 , 则 


| Kds = 2x(2 — 28). 
证 明 根据 1.6, 在 S 上 有 一 个 至 多 只 有 有 限 多 个 奇 点 的 线 素 
场 ， 故 根据 2.1 和 2.2, 就 可 以 推 得 此 定理 . 
2.4. 应 用 
a) g 一 0, 则 |j gaa 一 4x， 若 P 是 KK 之 0 处 的 点 集 ， 则 


s 


| Kad4 > 47. 


ai) 在 这 样 一 个 曲面 上 的 任意 场 至 少 有 一 个 奇 点 ; 而 且 若 它 
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至 多 有 有 限 多 个 奇 点 , 则 至 少 有 一 个 奇 点 有 下 指数. 
b) 8 一 1, 则 | Ka4 一 0. 这 是 可 能 确定 一 个 K 一 0 的 黎 受 


度量 的 唯一 情况 ， 也 是 可 能 确定 一 个 没有 奇 点 的 线 素 场 的 唯一 情 
况 。 
c) &g 之 2， 任意 线 素 场 都 至 少 有 一 个 育 点 。 若 至 多 有 有 限 多 
个 青 点 , 则 至 少 有 一 个 奇 点 有 人 负 指 数 . 
d) 很 大 , 则 在 曲面 的 大 部 分 ,KK 是 负 的 . 
2.5. 欧 拉 公 式 ” 设 5 为 一 个 可 定向 闭 曲 面 ， 它 被 重 分 成 二 维 
腔 。 设 
wm 一 顶点 数 ， 
a 一 楼 数 ， 
2 一 二 维 腔 数 ， 
则 wm 一 和 十 一 2 一 28。( 这 个 结果 下 面 不 需 用 .) 
证 明 ”我 们 将 构造 一 个 场 , 在 那里 , 一 41 十 4 一 51 显然 
成 立 , 则 定理 也 就 证 明了 .。 对 于 所 给 重 分 作 重 心 重 分 如 下 : 作为 
顶点 , 除 原 有 顶点 外 , 在 每 条 棱 上 取 一 个 内 点 , 在 每 个 腔 里 取 一 个 
内 点 ,再 取 新 棱 如 图 在 重心 重 分 的 每 个 三 角形 里 , 构造 一 个 场 如 
图 ， 其 中 b。 是 一 个 原 有 顶点 , b, 是 一 个 原 有 楼 的 内 点 , bs 是 一 个 
原 有 二 维 腔 的 内 点 .于 是 ,在 bp 和 by, 各 有 一 个 象 1.5 中 《4) 那样 
指数 为 十 1 的 奇 点 ,而 在 bp。 则 有 一 个 象 1.5 中 (10) 那样 ,指数 为 


bs 


bo bs 
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一 1 的 奇 点 。 但 每 个 bo 对 应 于 一 个 原 有 顶点 , 每 个 p 对 应 于 一 个 
原 有 楼 ,而 每 个 b 对 应 于 一 个 原 有 二 维 腔 。 故 
>Z1 一 一 必 十 必 一 2 一 28。 

记号 ”在 欧 拉 公式 出 现 的 曲率 积分 ， 即 庞 如 莱 定 理 2.2 里 出 

现 的 数 + 一 2 一 28, 叫 做 曲面 的 示 性 数 。 


3， 球 面 映射 的 度数 

3.1. 定义 设 {So, 天 为 FE; 里 一 般 可 微 闭 曲面 (参看 第 二 章 ， 
3.1), 其 中 % 是 可 定向 的 ; 设 5 一 XX(5,)。 这 样 ,对 应 于 每 点 pe 
So 曲面 $ 在 其 对 应 点 p 一 时 (pp) 有 完全 确定 的 法 失 ， 这 个 法 矢 
“的 方向 确定 到 里 么 球面 于 上 一 点 f(p,)， 作 为 po 的 球面 象 (参看 
第 一 章 ,7.2)， 这 个 映射 :5, 一 于 叫做 {S, 于; 的 球面 映射 

设 天 为 5 的 高 斯 曲率 而 44 为 s 的 面积 元 素 ,至 于 Ss 上 的 黎 
曼 度 量 , 则 是 通过 钳 人 映射 入 引导 出 来 的 。 于 是 和 d4 依次 可 
以 作为 参数 曲面 % 的 高 斯 曲率 和 面积 元 素 。 这 样 , 根据 第 一 章 ， 
7.2，d0 一 Kd4 是 已 上 su) 的 面积 元 素 ( 按 互 的 普通 球面 度量 )， 
由 于 在 % 上 ， 我 们 总 假定 44 > 0, 49 的 符号 确定 于 K 的 符号 . 
若 Rs 是 ,上 ,K > 0 的 一 个 域 , 我 们 就 说 ,在 f 下 ,Ro 正 覆盖 
同样 ,车 在 R 上 , K < 0, 我 们 说 ,Ro 负 覆 盖 兄 ， 由 于 5。 上 K 一 0 
的 点 集 的 球面 象 面积 是 0 ， 

f| ax = 29, 


So 


其 中 是 1(5,) 的 代数 面积 , 即 对 被 正 覆 盖 面 积 之 和 减 去 被 负 覆 盖 
面积 之 和 。 由 人 KdA 一 (1 一 6)4z, 可 知 


Q = (1 一 &)4r。 
由 于 4r 是 宛 的 面积 , 1 一 g 代表 之 被 几 So) 覆 盖 的 代数 面积 的 比值 。 
3.2. 定义 设 qezZ 满 足以 下 条 件 : 
1) 4 是 5, 有 限 多 个 点 qi, qz，,*…, qm 在 了 下 的 象 ; 
2) 在 每 点 di 一 1, 2,.… ,mm， 的 一 个 邻 域内 ，f 是 1 一 1 
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的 . 

这 时 我 们 说 , 9 对 于 f 处 于 一 般 位 置 ， 

若 9 对 于 了 处 于 一 般 位 置 , 设 P(q) 为 9 的 一 个 邻 域 被 正 覆盖 
的 次 数 , N(q) 为 被 负 覆 盖 的 次 数 . 令 d(q) = P(gq) 一 N(q), 

3.3. 定理 ” 若 4 和 gq 都 处 于 一 般 位 置 , 则 

| da(q) = d(q) = a. 

证 明 [ 要 点 ] 为 了 浅显 地 说 明 d(g) 是 常数 ， 我 们 推理 如 下 。 

f 实质 上 确定 5。 作为 乙 的 一 个 覆盖 曲面 ， 因 而 1(50) 可 能 有 
《分 ) 支 点 或 折 ( 登 ) 线 。 若 9 和 qd 是 两 个 处 于 一 般 位 置 的 点 ,它们 
可 以 用 一 条 如 开支 点 的 弧 相 连 。 沿 这 条 弧 , P 和 NN 都 是 常数 ,除非 
在 它 跨 过 一 条 折线 时 。 但 在 跨 过 一 条 折线 时 ，P 和 NN 或 同时 增 1 
或 同时 减 1. 故 P 一 NN 不 变 . 下 面 定理 表明 d 和 媒人 函数 下 无关 . 

3.4. 定义 4 二 了 一 N 岂 做 的 度数 , 

定理 ”一般 8 亏 闭 曲面 的 球面 映射 的 度数 4 一 1 一 g. 

证 明 在 3.1 里 , 我 们 看 到 ,1 一 g 是 忆 被 1(5。) 覆盖 的 比值 
但 2 显然 也 是 也 被 作 5,) 覆盖 的 比值 , 故 

4 一 1 一 8&。 

3.5。 上 面 所 介绍 的 关于 度数 的 定义 , 即 4 =P 一 N, 可 以 通 
过 点 集 拓 扑 的 概念 加 以 严密 化 .。 (这 是 Brouwer 原来 给 的 定义 .) 
但 通过 代数 拓扑 的 概念 ,可 以 较 容易 给 出 一 个 严密 定义 如 下 . 

设 M” 和 WN 为 两 个 4* 维 流 形 ，f 为 由 M* 到 NWN? 内 的 连续 快 
射 ， 则 诱导 出 由 M?” 的 # 维 同调 群 到 入 的 7 维 同 调 群 的 一 个 同 
态 上 映射 fx. 设 4 和 ?2 依次 为 M” 和 N* 的 # 维 同调 群 的 生成 元 , 则 
fx(p) 一 4， 5», 其 中 4 是 整数 , 称 为 f 的 度数 ?. 

3.6. 定理 ”车 56 是 EF’ 里 一 个 简单 闭 曲 面 , 则 (56) 覆盖 整个 
之 ， 大 5 是 一 个 一 般 闭 曲面 而 8 冯 1, 则 1(5) 也 覆盖 整个 袜 . 

证 明 若 56 是 EE; 里 一 个 简单 闭 曲面 ， 取 它 向 内 的 法 矢 为 法 
矢 , 则 之 上 任意 一 点 P 是 被 覆盖 的 , 因为 必 有 一 个 平面 三 直 于 P 所 


17 这 一 女 原 文 疑 有 误 经 译 者 改写 ， 一 一 译 者 注 
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确定 的 方向 并 且 在 g 外 和 % 相 切 . 

车 % 是 一 个 一 般 闭 曲面 , 则 从 上 述 考察 可 以 看 出 ,在 也 ,每 一 
对 对 极点 中 ,至 少 有 一 个 是 被 覆盖 的 . 着 8 关 1, 则 a 去 0, 因 而 每 
一 点 是 被 覆盖 的 ;因为 如 有 些 点 完全 不 被 覆盖 , 则 了 一 N 一 0, 这 
就 有 矛盾 . 

注 记 若 g 一 1， 上面 定理 不 成 立 。 考虑 令 曲 线 C 绕 4 轴 罗 . 
转 所 产生 的 曲面 。 这 是 里 的 一 个 一 般 8 亏 闭 曲面 。 但 如 右 图 
所 显示 的 法 矢 总 不 指向 上 方 ,因而 北极 的 一 个 邻 域 不 被 覆盖 ， 


4. 到 高 维 的 推广 


4.1. 欧 拉 数 , 庞 加 莱 数 , 指数 ” 设 P" 为 已 重 分 为 单 形 的 + 维 
多 面体 。 设 ,为 7 维 单 形 数 而 p, 为 第 + 贝蒂 (Betti7 数 , 则 欧 拉 数 


是 立 (一 Drw。 庞 加 药 数 是 2 一 28 的 推广 ,等 于 了 (一 DJpr。 


殉 拉 - 庞 扣 莱 恒 等 式 是 
之 (一 1rear 一 PZ(—1)P,. 
这 个 数 叫 做 P" 的 示 性 数 X.。 
此 外 ; 若 P 是 一 个 微分 流 形 , 则 可 以 考虑 Pr 上 的 矢 场 , 并 给 
出 这 些 矢 场 奇 点 的 指数 定义 。 可 以 证 明 , 对 于 每 一 个 至 多 有 有 限 
多 个 奇 点 的 场 , 1 一. 
4.2. 度数 ” 设 M" 为 E** 里 一 个 可 定向 的 一 般 4 维 闭 微分 


流 形 , 则 可 以 给 出 球面 映射 及 其 度数 的 定义 ， 是 否 4 一 广 癌 对 
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于 平面 上 的 圆 , 它 不 成 立 , 因为 这 时 了 一 2 而 XY 一 0. 又，d 也 不 
是 与 嵌入 映射 无 关 , 因 为 对 于 右边 那个 图 , 4 一 2。 


() (QW) 


定理 若 # 是 偶数 , 则 4 一 二 车 # 是 >! 的 奇数 ， 则 存 


在 着 同时 而 有 不 同 度数 的 简单 闭 流 形 ， 
4.3. 高 斯 曲率 ” 若 ” 是 偶数 而 在 M" 上 确定 了 一 宗 歼 明度 
量 ， 则 可 以 确定 一 个 通过 第 一 基本 张 量 表示 的 纯 量 函数 入， 使 得 


cu |…| Kay 一 ,其 中 C 是 依赖 于 ”的 常数 。 这 是 Allendoer- 


Er，Weil 和 陈省身 所 确立 的 。 若 ” 是 奇数 ， 则 X 一 0, 故 这 样 的 
公式 不 能 存在 。 
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第 四 章 


孵 形 面 的 阿达 马 特 征 
1。F’ 里 的 卵 形 面 


11 定义 若 P 和 9g 是 5? 里 的 点 ,用 pg 表示 连接 p, q 的 线 


段 . 已 给 E" 里 一 个 点 集 5, 著 对 于 其 中 任意 两 点 p, q, 总 有 pqC 
5, 则 s 叫做 凸 集 . 若 一 个 紧 凸 集 的 内 部 不 是 空 集 , 它 就 叫做 凸 体 ， 
容易 证 明 , 一 个 凸 体 和 一 个 球体 同 胚 (但 我 们 不 需 用 这 个 事实 ) .在 
本 演讲 里 ,我 们 将 假定 B? 里 一 个 凸 体 的 边界 是 可 微 若干 次 的 . 

1.2. 定理 ”E? 里 一 个 凸 体 的 表面 满足 天 > 0. 

取 曲 面 的 内 向 法 和 为 正法 矢 , 以 确定 法 曲率 的 符号 。 假定 在 
曲面 上 某 点 bp, K 二 0, 则 主 曲率 之 一 是 负 的 ,假定 它 是 如, 于 是 对 
应 于 恕 的 特征 和 拓 和 曲面 法 拓 所 作 的 平面 同 曲面 的 交 线 在 了 的 法 


曲率 是 负 的 . 设 4 和 q 为 这 条 曲线 上 靠近 p 的 两 点 , 则 qq 显然 不 
含 在 凸 体内 ,与 假设 矛盾 . 

1.3. 定义 “一 个 孵 形 面 是 一 个 闭 曲面 , 它 是 一 个 凸 体 的 边界 ， 
并 且 满 足 K > 0. 

1.4. 定理 (阿达 马 (Hadamard)) 设 % 是 怀 里 满足 天 >0 
的 一 个 一 般 & 亏 曲面 , 则 

1) g=0; 

2) 球面 映射 是 1 一 1 而 且 是 在 上 的 ; 

3) So 是 简单 的 ; 

4) 8$ 是 一 个 凸 体 的 边界 。 

证 明 1) 由 开 > 0 可知 


KaA = 4x(1— g)> 0 
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故 g 二 1. 但 & 是 一 个 非 负 整 数 , 故 g 一 0. 

2) 关于 球面 映射 是 1 一 1 而 且 在 上 的 ， 我 们 将 给 出 三 个 本 质 
不 同 的 证 明 , 

a) 设 球面 映射 1:5。 一 纪 的 度数 为 4, 则 

4 一 1 一 & 一 PP 一 人 

由 于 天 > 0,， 之 每 一 点 都 处 于 一 般 位 置 . 设 qe 之 , 则 q 被 正 覆 盖 
次 数 至 少 是 1, 而 且 没 有 负 覆 盖 。 故 PP 一 N 之 1. 但 另 一 方面 , 1 一 
8 三 1，。 故 4 一 1, 因而 每 一 点 恰好 被 正 覆盖 一 次 ， (这 给 出 8 一 
0 的 另 一 个 证 明 .) 

b)“ 正 式 证明 ”。 设 :5 一 刀 为 球面 映射 。 由 于 KK > 0,1 是 
局 部 同 胚 映射 , 故 1(50) 是 立 的 一 个 开 子 集 . 另 一 方面 , 5, 是 紧 的 ， 
f 是 连续 的 , 故 f(5。) 是 二 的 一 个 闭 子 集 。 但 是 连通 的 , 故 1(50) 
一 >. 

为 了 证 明了 是 1 一 1 的 , 假定 qq 而 f(q) 一 1(q) 一 gEé 
本 , 则 qo。 有 一 个 邻 域 U, 满 足 1(5o 一 U) 一 二. 由 于 忆 只 有 正 黎 盖 ， 
f(5。 一 器) 的 面积 宇 4x。 于 是 


| Kdd4 之 47, 


因而 
| 天 dd4 > 4x. 
但 根据 1)， 
| KdA = 4r。 
故 有 矛盾 . 


c) 证 明 的 依据 是 下 面 类 似 单 值 定理 的 定理 : 

设 f 是 从 S 到 之 内 的 单 值 而 局 部 1 一 1 的 映射 ， 则 了 是 1 一 1 
而 且 在 上 的 . 

证 明 如 下 。 设 a€ 5 而 f(a) 一 ce 之 . 由 于 1 是 局 部 1 一 1 
的 , 有 一 个 邻 域 U(g) 和 一 个 邻 域 U(a) 1 一 1 对 应 、 令 p:U(a) 一 
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1(a), 则 fow 是 Ula) 上 的 么 映射 。9 叫做 “的 一 个 “ 通 数 元 我 
们 要 把 2 拓 广 到 整个 立 . 

设 了 为 立 上 由 & 到 PF 的 一 条 曲线 , 则 在 S% 上 必 有 一 条 曲线 
C, 被 了 映射 于 FT 上。 理由 如 下 。 假定 这 样 的 曲线 不 存在 。 由 于 
PP 是 1 一 1 的 ,在 U(a) 里 有 一 条 窗 盖 TN U(e) 的 曲线 。 于 是 从 
出 发 , 上 将 有 一 个 第 一 的 点 ex 关 a, 越过 a*, C 就 不 存在 。 设 
{0i) 为 TT 上 在 & 和 a* 之 间 的 点 序列 , 它 收 伍 于 a*。 这 些 ww 对 应 
于 C 上 一 个 序列 {a:}， 由 于 $6 是 紧 的 , {ai} 将 收敛 于 一 点 a*， 而 
f(a*) 一 a*。 但 根据 上 面 的 论点 , C 可 以 在 a” 的 某 整 个 邻 域内 延 
拓 , 这 就 有 矛盾 . 所 以 9 可 以 沿 了 延 拓 到 6, 而 且 在 了 邻近 ,9 满足 
foq 一 么 映射 

若 六 是 由 gc 到 8 而且 充分 靠近 工 的 另 一 条 曲线 , 则 9 可 以 沿 . 
六 拓 广 ,并 在 8 确定 同一 个 函数 元 ， 因 此 ,车 7" 是 任意 由 “到 有 
而 和 T 同 伦 的 曲线 , 则 沿 7”, q 的 拓 广 要 在 8 给 出 同一 个 函数 元 . 
但 球面 是 单 连通 的 ,一 切 由 到 8& 的 曲线 彼此 同 伦 。 所 以 ,在 8 的 
函数 元 与 T 无 关 。 于 是 满足 foqp 一 么 肌 射 的 ?已 经 在 之 的 每 一 
点 确定 。 因此 , f 是 1 一 1 而 且 是 在 上 的 。 注意 这 个 对 于 2) 的 证 


明 没有 用 到 公式 || K24 一 4z, 这 是 和 另 两 个 证 明 不 同 的 。( 关 于 


这 类 论点 的 一 般 处 理 , 可 以 参看 Chevalley, Theory of Lie Groups, 
和 Steenrod, The Topology of Fibre Bundles.) 

3) 为 了 证 明 % 在 B’ 里 的 象 $ 是 简单 的 , 我 们 将 证 明 : 若 。 
为 s 上 任意 对 应 于 ak $6 的 点 , T。。 是 S$ 在 a 的 切面 , 则 5, 上 不 会 
有 不 等 于 a 的 点 bo, 它 所 对 应 的 点 b 《5 会 在 7 了 7, 上。 这 样 ,也 就 
不 会 有 bo 关 so, 使 b 一 a, 因而 S 是 简单 的 . . 

设 T。 为 5 在 a 的 切面 ，a€ S 对 应 于 a€ So， 则 有 一 点 af 
5, 它 和 7T。 的 距 议 达 到 最 大 值 . 设 a 为 % 上 的 对 应 点 , 则 切面 TT 
和 7。 平行 ， 而 由 于 球面 映射 是 1 一 1 的, $ 在 a 和 a 的 法 矢 方向 
相反 。 根据 同样 理由 , 不 会 存在 bo, bo 关 ao, at, 而且 Tu 平行 于 
了。 
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现在 假定 有 一 点 bo 痊 ao 它 的 对 应 点 b 在 T。 上 , 则 因 7。 和 
7. 不 平行 , 它 将 和 7。 相交, 但 这 将 表明 ,5 有 些 点 在 T。 的 另 一 
便 , 即 和 Zs 在 7。, 的 不 同 侧 . 王 是 根据 S 的 紧 性 ,在 T。 的 这 一 便 
将 有 一 点 < 和 7., 有 最 大 距离 ,而 $ 在 e 的 切面 必 与 7。 平行。 这 
就 有 矛盾 ， . 

4) 由 于 Ss 是 简单 的 , 它 有 确定 的 内 部 和 外 部 。 设 a€ 5, 而 了 7， 
是 Ss 在 a 的 切面 .在 3) 里 ,我们 已 经 看 到 ，S 上 除 a 外 没有 别 的 
点 在 7T,。 上 .因此 ，s 整个 在 T, 的 同一 侧 。 由 3) 还 可 以 看 出 , 除 

a 外 ,整个 7 在 $ 的 外 部 ， 为 简明 起 见 ,假定 7, 是 处 于 水 平 位 置 
而 $ 是 在 Ts 下方。 则 根据 3)，7。 上方 的 整个 半空 间 都 在 5 的 外 
部 。 现 在 ; 设 P 和 9 为 $ 内 部 两 点 , 则 pq 在 T, 下 面 , 因而 a pq. 
但 a 是 5 上 任意 点 , 故 连 接 8 内 部 两 点 的 线段 都 不 和 Ss 相交 。 央 
此 ,5 的 内 部 是 凸 集 , 即 5 是 一 个 凸 集 的 边界 。 

1.5. 注 记 上述 定理 的 假设 形式 上 可 以 减弱 ， 即 只 须要 求 天 

0, 因为 我 们 已 经 知道 有 K >> 0 的 点 .事实 上 , 若 把 定理 第 2) 部 
分 适当 改变 ,就 只 须 假设 K 0 就 至 少 可 以 推 得 8 是 一 个 凸 体 的 
表面 的 结论 . 


2.。 到 高 维 的 推广 


2.1. 定理 设 M?" 是 EE" 里 的 一 般 流 形 ,4 之 2, 在 它 上 面 K 
> 0; 这 里 的 是 像 二 维 情形 那样 通过 球面 象 来 确定 的 。 这 样 , 球 
面 映 射 是 1 一 1 而 且 在 上 的 , M? 是 一 个 简单 闭 流 形 ， 并 且 是 E+ 
里 一 个 出 体 的 边界 ， 

证 明 ”证 明和 上 面 1.4 中 的 2) 和 3) 相同 , 问题 的 本 质 是 , 当 
2 之 2 时 , ” 维 球面 是 单 连通 的 . 

2.2. 注 记 ”对 于 平面 上 一 条 曲线 ,定理 显然 不 成 立 ( 见 附 图 的 
例 )。 上 面 1.4 中 2) 的 证 明 c) 不 能 用 ; 因为 在 图 5 上, 两 点 % 和 
8 可 以 用 两 条 不 同 伦 的 曲线 T 入 相连 接 ， 
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第 五 章 
具 常 数 高 斯 曲率 的 闲 曲面 ( 希 尔 伯 特 法 ) 一 一 


推广 及 问题 一 一 
关于 魏 因 加 尔 知 曲面 的 一 般 事实 
1 球面 的 一 个 特征 


11. 引言 ”本 节目 的 是 证 明 ,球面 是 : 1) 唯一 的 具 常 数 高 斯 
曲率 的 闭 曲 面 ;2) 唯 一 其 常数 中 坦率 的 卵 形 面 . 实际 上 , 我 们 证 明 
下 面 更 强 的 事实 : ” 若 一 个 卵 形 面 的 主 曲率 满足 一 项 关系 心 一 
/( 心 )。 其 中 了 是 非 增 函数 ”, 则 卵 形 面 是 一 个 球面 .由 于 到 一 外， 


已 一 广 (所 十 忆 )， 上 面 1) 和 2) 两 事实 都 可 以 由 这 个 定理 推 得 . 


1) 和 2) 在 叙述 上 的 差别 来 自 这 样 的 事实 ， 在 任意 闭 曲 面 上 总 有 
KK 之 0 的 点 ( 见 第 二 章 ,4.2)、 因此 , 若 开 为 常数 , 则 天 为 正常 数 ， 
同 而 根据 第 四 章 , 1.4, 曲面 必 是 有 卵 形 面 ， 探 究 具 常 数 玉 的 一 般 闭 
曲面 的 特性 , 是 一 个 困难 得 多 的 问题 。 这 问题 将 在 第 六 和 第 七 章 
里 讨论 ， 

上 述 定理 的 证 明 依 赖 于 几 个 先行 引 理 和 定理 ， 其 中 第 一 个 是 
球面 的 一 个 重要 特征 。 

1.2. 引 理 球面 是 只 含 脐 点 的 唯一 闭 曲 面 , 

证 明 设 冲 为 曲面 法 矢 , 则 根据 第 一 章 ,8.2， 

RX, 一 一 05. 


在 脐 点 ,一 《65, 故 
X， 一 一 《Me 
用 坐标 x, v 表示 , 即 
DD 原文 作 “ 威 函数 ?。 一 一 译 者 注 
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1) 发 ,十 KX 一 0， 
2) ,+ XX, = 0. 
把 1) 对 v 微 导 ,2) 对 x* 微 导 , 相 减 ,得 
kX, — kX, = 0. 

但 天， XX, 线 性 无 关 , 故 

ks = ks = 0, 
于 是 由 1),2) 可 知 

+ X=C, 
其 中 C 是 常 矢 . 若 k 一 0, 则 下 一 C, 而 大 是 平面 。 但 平面 不 是 
闭 曲 面 , 故 % 关 0， 


这 是 半径 为 去 | 的 球面 的 方程 。 


注 记 ”由 这 个 证 明 可 知 ,上 述 结果 适用 于 局 部 .因此 ,一 块 只 
含 路 点 的 曲面 只 能 是 球面 或 平面 的 一 部 分 . 

1.3. 引 理 设 R 为 曲面 上 K> 0 的 一 个 域 .假定 P《 R 不 是 
脐 点 ,而 且 在 P 点 ,名 之, 则 下 述 情况 不 可 能 出 现 : 心 在 P 有 最 
大 值 , 心 在 P 有 最 小 值 . 

证 明 设 选取 参数 4, ", 使 下 一 0, 则 根据 第 一 章 ,6.6， 


1 E, G, 

2 [3%). + (Fs) 

这 可 以 改写 成 

1) —2(EG)K = Ey, Gu mE, + nG,, 

其 忠和 ww 是 某 两 个 有 界 涡 数 。 由 于 P 不 是 上 脐 点 , 可 以 选取 参数 
#;， 2 使 曲线 x 一 常数 是 对 应 于 下 的 曲 这 线 , ” 二 常数 是 对 应 于 名 
的 曲率 线 ， 这 样 ,又 有 M = 0. 在 这 个 坐标 系 里 , 科 达 章 方程 是 
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2) 六 一 全 (人 十 人) 一 双 (十 名)， 
3) N, = 学 ( 且 十 六) 一 芭 全 十 咎 ， 


现在 ,一 般 地 , 若 (du, dv) 是 一 个 切线 方向 , 则 沿 这 个 方向 的 
法 曲率 是 
= Law + 2Maudv + Nadv’ 
Edw + 2Fdudv + Gdv’” 
由 于 方向 dx 二 0 和 dv 一 0 依次 对 应 于 名 各， 
= 上 -= 翁 
名 E’ ka 人 
前 一 式 表明 工 = Ek. 对 vv 微 导 , 得 
L, = E,k 十 E(ki),。 


和 2) 比较 ,就 得 
Esk 十 E(k), 一 Esks 十 
2 2 
故 
EC 一生 (一心 十 外 )， 
或 
E, 一 一 2 E ljve 
同样 
2 
Gu 一 G(R)u, 
二 二 元 (Ka) 
把 这 些 关系 ?代入 1), 得 
» 2E 2G 
—2EGK 一 一 一 一 一 + jy 十 3ju 
9 EE 
十 m’(k)o 十 1 (ka)us 


1) 还 有 GCka)。 一 名 - (kK; 一 A)。 一 一 译 者 和 
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(to— bEGK = ~—E(h), + Gb) 
+ m (hk), + an (bb) 
由 于 天 > 0 ,不 一 心 >0， 上 式 左边 是 负 的 (不 等 于 零 )， 至 于 右 
边 , 若 已 有 最 大 值 , 则 
(Ri)s = 0, —E(k),, > 0; 
而 若 有 最 小 值 , 则 
(tv = 0, G(R)un 0. 
因此 ,车 两 种 情况 同时 出 现 , 则 右边 是 非 负 的 ,这 就 有 矛盾 , 
14. 定理 若 s 是 卵 形 面 而 且 它 有 一 点 了 满足 
1) 名 之 色 ; 
2) 万 在 P 有 最 大 值 ; 
3) 心 在 P 有 最 小 值 。 
则 s 是 球面 。 
证 明 由 于 5 是 卵 形 面 ，K > 0， 因 而 根据 引 理 1.3，P 是 脐 
klp) 一 blp). 


但 据 假 设 , 对 于 一 切 xe 5， 
(Pp) 全 bx) > blx) bp) = (Pp). 

故 名 (x) 一 (x), 即 一 切 点 是 脐 点 .于 是 根据 引 理 1.2,S 是 球面 。 

1.4. 定理 ”上面 定理 可 以 叙述 成 : 若 8 是 卵 形 面 , 但 不 是 球 
面 ,并 且 . 

1 克之 色 ; 

2) 态 在 P 点 有 最 大 值 ; 

3) 名 在 9 点 有 最 小 值 ; 
则 p 关 q。 

1.5. 定理 设 s 为 卵 形 面 而 且 妨 = 一世 各 )， 其 中 了 是 非 增 函 
数 », 则 s 是 球面 . 

证 明 若 f 是非 增 函数 ?而 名 在 P 有 最 大 值 , 则 在 P 有 最 

1) 原文 作 “ 减 函数 ?2。 一 一 译 者 注 
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小 舍 。 故 根据 定理 1.4,§ 是 球面 . 

1.6. 历史 注 记 ”与 此 有 关 的 原来 问题 是 证 明 球面 的 刚性 ， 即 
不 可 能 弯曲 一 个 球面 而 不 改变 其 上 的 长 度 . 由 于 天 在 弯曲 下 不 变 ， 
从 我 们 关于 球面 是 唯一 具有 常数 曲率 的 闭 曲面 的 定理 ， 容 易 推 得 
上 述 结 论 . Liebmann 1899 年 第 一 次 证 明 这 个 事实 。 稍 后 , 希 尔 伯 
特 给 出 另 一 个 证 明 , 在 其 中 ,他 证 明了 ,在 一 块 并 非 球面 一 部 分 的 ， 
具 正 常数 曲率 的 曲面 上 , 若 名 之 名, 则 名 的 最 大 值 和 名 的 最 小 值 
必 出 现在 边界 上 。 我 们 的 引 理 1.3 只 是 希 尔 伯 特 主要 引 理 的 微小 
推广 (参看 Hilbert，Grundlagen der Geometrie 的 附录 .】) 

Liebmann 《1900) 还 证 明了 球面 是 唯一 具有 常数 巨 的 卵 形 
而 .我 们 的 引 理 包含 在 阿 列 桑 德 洛 夫 (A. D. Alexandroff) (1938) 
和 陈省身 (1945) 的 论文 中 ， 

H. Weyl (1916) 也 证 明了 类 似 我 们 引 理 1.3 的 一 个 引 理 .他 
证 明了 :在 天 > 0 的 曲面 上 ,不 可 能 在 同一 点 ,已 有 一 个 极 大 值 而 
天 有 一 个 极 小 值 。 这 个 结果 容易 从 引 理 1.1 推 得 . 

1.7. 练习 ”给 出 如 下 的 一 个 例 ， 一 个 非 球面 的 曲面 , 在 它 上 
面 , 天 一 常数 >0, 遇 > 石 ， 而且 在 一 个 域 的 一 个 内 点 , 角 有 一 个 
极 小 值 , 有 一 个 极 大 值 , 

提示 “考虑 一 个 具 常 数 天 的 回转 面 ( 例 如 参看 Struik 的 
节 )。 在 它 的 赤道 上 就 有 这 样 的 点 。 

2， 魏 因 加 尔 吞 曲面 

2.1. 曲率 图 设 s 为 曲面 的 一 个 域 . 车 规定 在 $ 的 每 一 点 p， 
(Pp) 宇 bp) 

hp)— H+VR—K, blp)=—H— 

V 下 二 六)， 则 主 曲率 哉 和 已 完全 确定 . 

NN 于 是 函数 名 和 色 把 S 映射 到 (名, 如) 平面 

上 直线 如 一 已 下 侧 的 闭 半 平 面 内 。 在 这 

个 映射 下 ，5 的 象 叫做 5 的 曲率 图 ， 由 第 

一 节 ， 可 以 推 知 关 于 KK 之 0 的 曲面 的 曲率 
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图 的 若干 梢 沉 。 

1) 由 于 映射 到 直线 名 一 名 的 点 是 脐 点 ， 这 条 直线 上 的 一 个 
线段 不 可 能 成 为 一 个 曲率 图 .但 是 , 根据 1.2, 只 有 脐 点 的 曲面 必 
是 一 块 球面 ,这 时 曲率 图 是 不 一 已 线 上 单独 一 点 . 

2) 对 于 玉 > 0 的 曲面 ,(a),(b),《c) 里 所 示 的 情况 是 不 可 能 的 ， 
因为 在 这 些 图 里 都 有 一 点 ,在 那里 多 有 最 大 值 , 有 最 小 什 , 和 引 
理 1.3 矛盾 ,() 款 表示 名 是 和 的 递 碱 函 数 ,根据 1.5, 这 是 不 可 能 的 . 

3) 吾 一 常数 是 垂直 于 站 一 心 的 直线 ;而 天 一 常数 则 是 以 
名 二 0 和 二 0 为 轴 的 双 曲 线 。 因此 , 在 1.6 中 所 叙述 的 Weyl 定 
理 (在 (d) 中 有 所 提示 ) 是 包括 在 我 们 的 结果 之 内 的 ,这 从 (a) 和 (d) 
两 图 可 以 看 出 . 


(c) (4) 


应 当 指出 ， 人 们 还 不 知道 一 个 点 集 构成 曲率 图 的 一 般 的 充分 
条 件 . 
2.2. 定义 ” 魏 因 加 尔 春 (Weingarten) 曲面 (或 曲面 ) 是 满 
足 一 个 方程 W (名 必 ) 一 0 的 曲面 , 它 的 曲率 图 是 一 条 曲线 . 我 们 
将 假定 下 是 可 微 的 。 由 于 名, 名 是 ,日 的 函数 ,W (hb, 已 ) 一 0 
显示 有 一 宗 关系 U(K, 互 ) 一 0. 但 是 由 WW 对 于 局, 锯 的 可 微 性 不 
能 推 知 吕 在 铅 二 名 的 点 的 可 微 性 ,所 以 我 们 假设 U 也 是 可 微 的 . 
例 一 个 回转 曲面 是 一 个 多 曲面 。 这 是 因为 它 的 一 条 经 线 的 
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象 构成 整个 曲率 图 , 故 曲率 图 是 曲线 。 

练习 ”证明 一 个 回转 椭圆 面 的 曲率 图 是 曲线 钨 二 c 名 上 的 一 
个 弧 , 其 中 名 是 一 条 经 线 的 曲率 ,而 名 一 一， 其 中 是 由 经 线 一 
点 到 回转 轴 沿 曲线 的 法 线 的 距离 . 

2.3. 问题 ”回转 曲面 是 卵 形 面 中 唯一 的 本 曲面 吗 ? 

2.4. W 曲面 的 微分 方程 ”对 于 WV 曲 面 的 一 个 域 ,选取 坐标 系 ， 
使 得 它 的 方程 是 

z= z(x,y), 
则 利用 第 一 章 ,10.3 中 关于 天 和 只 的 公式 ,就 得 
U(K, H)= 9p(r, s, tp 49) = 0. 

故 魏 因 加 尔 吞 关系 化 为 关于 z 的 二 阶 微分 方程 . 

这 个 微分 方程 的 判别 式 可 计算 如 下 . 设 P= 二 1 十 户 十 F, 则 


工 土生 
Ur + Un i 3p 


1 —bgq 
2 0 UE + Ui 


1 十 袜 
一 Ur 豆 十 Up 一 77] 一 一 9 


Es Un) (Uxk + 2 Us) 
Wh Wh 


10 


沿 草 率 图 (曲线 )W 一 0, Wdh 十 把 hd 一 0, 故 WW 的 符 
;号 和 微 商 续 相反 因此 ,着 4 <0, 则 grp, 一 地 9>0, 方 


程 是 籽 贺 型 的 ; 若 多 > 0, 则 wep: 一 六 g? < 0, 方程 是 双 曲 型 
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的 。 严 格 的 说 法 是 :着 沿 曲 线 y 一 0，-3 < 0， 则 曲面 的 函数 
s(x, 是 9 一 0 的 一 个 燃 贺 解 ;而 着 >>0, 则 s(x,) 是 双 申 


解 。 在 定理 1.5 的 假设 下 , 若 加 上 可 微 的 条 件 而 了 < 0, 那 就 是 
椭 贺 的 情况 ， 这 些 分 析 表 明 , 在 任何 情况 下 ,在 确定 下 曲 面 的 性 质 


时 ,曲线 一 0 上 .5p 的 符号 起 重要 作用 


应 当 指出 ,用 参数 4, * 表示 时 ,WW 曲面 的 一 个 特征 是 
a(K, H) 1 
O(u, v) 

2.5. 解析 闭 W 曲面 

a) 球面 是 解析 闭 丈 曲面. 

b) 下 面 的 回转 面 是 解析 闭 太 曲面。 


DBs 


这 些 曲 面 的 亏 格 是 0 或 1. 

c) 设 C 为 空间 曲线 ， 以 C 的 每 点 为 中 心 ,垂直 于 曲线 , 作 半 
径 为 > 的 圆 。 这 样 生成 的 曲面 叫做 管 形 面 . 若 C 是 闲 曲线 而 7 充 
分 小 ; 则 管 形 面 是 解析 闭 到 曲面 。 它 的 亏 格 是 1, 其 曲率 图 如 下 。 
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还 不 知道 这 些 是 不 是 仅 有 的 解析 闭 丈 暴 面 . 
练习 ”证明 管 形 面 是 两 个 主 曲率 中 有 一 个 为 常数 的 唯一 曲 


2.6. 5 ”类 闭 歼 曲面 举例 
a) 把 ?个 环 柄 接 到 一 个 球面 上 ,就 得 到 一 个 & 亏 曲 于 如 图 ， 


< 一 管 形 面 


b) 一 个 不 可 定向 曲面 可 以 构 c) 我 们 也 可 以 有 如 图 所 示 
成 如 图 的 曲面 


2.7， 在 在 在 着 哪些 类 型 的 丈 曲 面 这 个 一 般 性 问题 中 ,最 饶 有 
兴趣 而 又 最 重要 的 问题 是 : 是 否 有 其 常数 中 曲率 妃 而 异 于 球面 的 
闭 曲面 ? 通过 曲率 图 来 表达 ， 这 就 是 , 是 否 存在 以 垂直 于 名 一 名 
的 线段 为 曲率 图 的 闭 沙 曲面 ? 若 只 考虑 卵 形 面 ， 这 个 间 题 的 答案 
是 “没有 ;这 是 定理 1.5 的 特殊 情况 . 

在 第 六 和 第 七 章 , 我 们 将 证 明 以 下 定理 : 

1) 具有 人 性质 吉 一 C 的 仅 有 (一 般 )0 亏 闭 曲面 是 球面 ; 

2) 共有 性 质 妃 ， “ 的 仅 有 简单 闭 曲 面 ( 亏 格 任意 ) 是 球面 . 

腻 于 球面 ， 具 有 性 质 恕 一 C, 但 自 交 ( 即 非 简单 ) 的 一 亏 闭 曲 
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面 是 否 存在 ?这 问题 尚 无 解答 ?. 

在 进入 第 六 和 第 七 章 之 前 ,我 们 将 指出 ,了 解 具 常 数 互 的 一 切 
闭 曲 面 确实 是 重要 的 。 事实 上 ,我 们 将 在 下 节 说 明 , 这 个 问题 和 几 
何 中 一 个 经 典 问题 , 即 等 周 问题 ,密切 联系 着 。 


3， 等 周 问题 和 具 常 数 中 曲率 的 曲面 


3.1. 引言 “二 维 等 周 问题 是 ， 求 包围 固定 面积 的 最 短 简单 闭 
曲线 ,答案 是 圆 . 

三 维 情况 的 相应 问题 是 求 固定 体积 而 其 表面 积 最 小 的 域 ， 这 
里 ,经 典 答 案 是 球体 。 这 个 问题 和 对 于 具 常 数 互 的 曲面 的 研究 ,有 
如 下 的 关系 : 我 们 将 证 明 , 曲 面具 常数 互 的 一 个 充 要 条 件 是 : 它 的 
面积 4, 对 于 保持 其 体积 的 变 分 ,有 逗留 值 (其 意义 将 有 说 明 )。 这 
样 ， 一 切 具 常 数 刀 的 简单 闲 曲面 都 是 球面 的 猜想 和 下 面 的 猜想 是 
等 价 的 : 着 把 包围 固定 体积 的 简单 闲 曲面 的 面积 4, 作为 一 切 这 
样 的 曲面 集合 上 的 函数 , 则 4 恰好 有 一 个 逗留 值 , 即 它 的 绝对 最 小 
值 . 

3.2。 设 了 (3) 表示 简单 闭 曲面 $ 内 部 的 体积 。 设 s 为 一 切 
V(S) 一 1 的 简单 闭 曲 面 的 集合 , 4(5) 为 5 的 面积 则 4 是 s 上 
的 函数 ,有 恰好 一 个 绝对 极 小 值 , 即 当 5 是 球面 的 时 候 。 设 3 为 。 
中 固定 曲面 ， 并 考虑 一 个 以 * 为 参数 的 ， 连 续 而 可 微 的 单 参数 族 
的 曲面 8， 作 为 S 的 变 分 其 中 Se s, S 一 85。 这 些 变 分 叫做 
保 ( 持 ) 体 ( 积 ) 的 变 分 设 4(GD) 一 4(5.)， 则 4(e) 是 :的 可 微 孙 


1) 参看 本 书 陈 省 身 序 的 注 。 一 一 译 省 注 
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狼 ， 右 对 于 一 切 保 体 变 分 ,4 (0) 一 0, 则 S$ 叫做 一 个 逗留 曲面. 
在 3.4 里 , 我们 将 证 明 : ”曲面 5 为 逗留 曲面 的 一 个 充 要 条 件 
是 , 它 的 中 曲率 为 常数 . 
3.3. 几 个 公式 ” 设 5 为 矢 函 数 关 所 确定 的 曲面 ， 而 关 (z) 是 
5 的 变 分 , 关 (0) 一 区 设 gp 一 尖 '(0) 及 表示 矢 变 分 下 (0) 的 法 
向 分 量 。 在 第 一 章 ,8.7 里 ,我 们 指出 


1) A(0) = —2 和 pHZ4. 
对 于 有 边界 的 曲面 ,有 公式 
1) A'(0) = —2 | pHdAd + 中 ( 台 ， X', dX), 
而 1) 可 从 1 ) 直接 推 得 . 
与 此 类 似 , 可 以 证 明 
2) y'(0) 一 一 | op24。 
这 可 以 从 一 般 公式 
2 V'(0) 一 一 ||wza 十 二 ¢$ (X', X, dK) 
推 得 ,其 中 体积 的 公式 是 
3) 37 一 一 | XXaA4. 


公式 3) 可 以 从 左 图 导出 ， 一 站 奸 是 具 底 面积 24 的 锥 体 的 高. 故 
一 XX24 是 锥 体 体积 的 三 倍 ,因而 3V 一 一 || X 禄 24. 对 于 一 个 
非 凸 域 , 右 图 提示 如 何 证 明 3)。 
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练习 ”利用 3) 推导 2 和 2). 
3.4. 定理 ” 设 s 为 简单 闭 曲 面 ， 则 s 具 常 数 中 曲率 的 一 个 充 
要 条 件 是 ,5 为 逗留 面 
证 明 设 用 矢 函数 励 表示 5; 为 简化 公式 , 令 V(S) 一 1， 定 
于 中 条 件 的 必要 性 是 明显 的 ;因为 若 太 是 常数 而 X(z) 是 5 的 保 体 
变 分 , 则 
V'(0) = 一 | pd4d = 0, 
因而 
4(0) 一 一 2 人 9pEd4 = —2H (i paA 一 0. 
倒转 来 。 假 定 对 于 每 个 保 体 变 分 。4'(0) 一 0, 我 们 要 证 明 刀 
是 常数 。 设 9 为 S 上 使 人 | wa4 一 0 的 任意 函数 。 我 们 首先 要 证 
明 p 的 确 是 某 个 保 体 变 分 的 法 向 分 量 ， 考 虑 函数 族 
站 一 天 十 ip 天。 
用 VC#) 表示 站 的 体积 , 则 
V.(0) = V(S)= 1. 
现在 。Xi(0) 的 法 向 分 量 显然 是 半 :(0) 及 一 9 是 二 一 p。 故 根 
据 假设 和 3.3 里 的 2)， 


Fi(0) 一 一 | Xi(0)dAd 一 一 jpe4 一 0. 


但 是 变 分 站 (z) 不 一 定 保持 体积 .为 了 弥补 这 个 缺憾 ,只 须 取 曲面 


族 
KG = FT XO). 


这 时 , 按 3.3 中 的 3) ,显然 
. VC) 三 1， 
因而 羡 () 是 8 的 保 体 变 分 。 现 在 ,由 于 V1(0) 一 0， 
X'(0) = Xi(0) = gp# 
所 以 , 取 脐 和 两 边 的 数 积 ,得 
v= XX(0(). 
故 中 不 但 是 关 :(0) 的 法 向 分 量 , 而 且 是 革 '(0) 的 法 疝 分 灵 ; 即 是 
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一 个 保 体 变 分 的 法 向 分 量 . 
据 假 设 , 5 是 逗留 曲面 , 故 


4(0 一 一 2 | pHaA = 0, 
即 || wa 一 0. 又 车 4 是 任意 常数 ， 
人 phdA = 0. 
因此 ,对 于 任意 使 | pd4 一 0 的 函数 中 和 任意 常数 如 
| yp(H— hd4 = 0. 
现 设 4 为 万 的 平均 值 ， 
一 上 人 Hd4, 
A 
则 || (8 一 a4 = 0, 因 而 ( 令 p 一 日 一 及 
| (H — Ya4 = 0. 


于 是 日 圭 h. 证 毕 . 


3.5。 条 件 互 为 常数 也 出 现 于 另 一 种 场合 : 一 个 自由 的 肥皂 

泡 处 于 平衡 状态 (不 管 多 么 不 稳定 ) 的 充 要 条 件 是 刀 为 常数 .当然 ， 

实验 上 唯一 已 知 的 例 是 球面 。 但 是 ,举例 来 说 ,一 个 亏 格 大 于 零 的 
肥皂 泡 未 必 不 可 能 处 于 平衡 状态 . 

全 3.6. 一 般 闭 曲面 ”为 了 对 非 简单 闭 

4 4 曲面 考察 定理 3.4 是 否 成立， 需要 推广 

体积 的 概念 .对 于 平面 上 一 条 闭 曲 线 C， 

一 点 x&C 的 “ 阶 ” 是 指 C 绕 x 的 代 


ED 数 次 数 ， 即 对 于 C, x 的 阶 一 9， 其 


中 9 是 以 x 为 原点 的 极 坐标 里 的 辐 角 。 显然 ，x 的 阶 只 决定 于 它 


所 在 的 C 的 余 集 的 连通 分 集 , 如 图 所 示 . 


已 给 一 个 六 曲面 5 五 和 一 点 xg 3 取 以 x 为 中 心 的 一 个 小 
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球面 , 并 把 5 投影 到 球面 上 . x 的 阶 , 作为 定义 , 就 是 这 个 映射 的 
度数 ， 和 平面 的 情 帝 类 似 , 这 个 阶 也 只 决定 于 x 所 在 的 5 的 余 集 
的 连通 分 集 . 于 是 对 应 每 个 这 样 的 连通 分 集 R;, 有 确定 的 阶 必 . 作 
为 5 的 体积 , 令 
V = ZadV(R,), 

其 中 V(Ri) 表示 R; 的 体积 。 对 于 这 样 确 定 的 ,可 以 证 明 , 仍 有 
公式 

37 一 一 和 XXdA4. 


于 是 定理 3.4 和 它 的 证 明 也 都 适用 。Rado 证 明了 ， 这 时 等 局 不 
等 式 仍然 成 立 ， 
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第 六 章 
具 常 数 中 曲率 的 一 般 零 亏 闭 曲面 一 一 推广 
本 章 的 主要 定理 在 第 五 章 , 2.7 中 已 经 提出 来 了 . 我 们 将 在 第 
2 节 中 给 出 它 的 证 明 , 而 在 第 3 节 中 作 一 些 推广 ， 第 1 节 则 用 于 
推导 一 些 公式 和 作 些 计算 。 
1 正方 参数 


11 在 第 一 章 , 10.2 里 , 我 们 提 到 了 正方 参数 的 引进 ; 引进 
这 样 的 参数 w,v 后 ， 
dr = E(adw + dn). 
在 这 样 的 参数 系 下 ,高 斯 曲率 和 中 曲率 是 


2 
1) kK 一 kk 一 人 训 业 ， 
1 区 十 以 
2 已 一 土 (外 十 下 ) 一 , 
) > (4 k;) 证 
曲率 线 方程 是 
3) —Mdrw+(L—N)dudv tt Mdv 一 0。 
科 达 章 方程 是 
Ls— Mu= Er (L+N)= EH 
2E 
Eu 
M, 一 N 一 一 -一 ( 工 十 NI) 一 一 了 万 。 
2E 


但 因 EH = < 了 


Ls i V, 
2 2 


EH= ~—EH,+ 


。 138* 


EH——EH,+ C+ De， 
2 2 


故 科 达 齐 方程 可 以 写成 


(+ 本 


9 | 
L—N 
( 2 -) — M, = —EH,. 


1.2. 复 参 数 若 U,V 为 正方 参数 ,可 以 引进 复 参 数 
w=—=Ut iy, w= iv, 


容易 推 得 微 导 法 则 


即 对 于 任意 复 函数 F(w,w) 一 PP 十 29， 
2F, = (P+ 0,) — i(P, 一 0)， 
2Fj = (Ps — 0,) + i(P,+ 0,). 


令 @(o 万 ) 一 上 二 仿 一 ;MM, 则 由 1.1 中 的 1),2) 可 知 
2 一 
故 曲 面 的 脐 点 是 多 的 零点 ， 经 过 简单 计算 ,可 知 1.1 中 的 曲率 线 
方程 3) 可 以 写成 


19| _ lt 二 名 | 
1) 


Im{@(adw}} = 0. 


这 等 价 于 

2) argG 十 2arg(dw) 一 mx (rm 为 整数 )， 
或 

2') arg(dw) 一 一 > arg0， 


其 中 dw 是 曲率 线 切 线 方向 的 微分 ， 
用 i 乘 1.1, 4) 中 的 第 二 式 再 和 第 一 式 相 如 ,就 可 以 把 科 达 齐 
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Gs 一 EH,, 
1.3. 孤立 及 点 的 指数 ” 设 P 为 孤立 脐 点 ， 则 P 是 两 族 曲 率 线 
的 共同 孤立 奇 点 (两 族 曲 率 线 ,一 族 对 应 于 多 ,一 族 对 应 于 名 , 仍 设 
入 之 心 )。 因 此 ,对 于 这 两 族 曲线 ，P 分 别 有 一 个 指数 (参看 第 三 
章 ，1.2); 但 由 于 两 族 曲 率 线 互相 垂直 ,由 指数 的 定义 即 知 这 两 指 
数 相 等 。 于 是 弧 立 脐 点 的 指数 可 以 用 


1 一 1 6(argdw ) 
27x 


完全 确定 , 其 中 dw 的 意义 和 1.2, 2 ) 里 的 相同 , 而 5 则 表示 沿 一 
条 小 的 闭 线 正 向 绕 P 一 周 的 变 差 。 由 于 整数 普 是 不 变 的 , 由 1.2， 
2) 可 知 


， 1 1 
7 一 一 二 一 5(arg0O). 
2 (arg®) 


1.4. 参数 变换 ” 若 把 正方 参数 w,v 代 以 另 一 对 正则 参数 x， 
y, 则 x, y 也 是 正方 参数 的 充 要 条 件 是 : x 一 * 十 zi 为 如 一 z 十 
iv 的 解析 函数 ,其 导数 不 等 于 零 

z= 2(w), x 0, 
这 表明 之 平面 和 xz 平面 之 间 的 对 应 是 保 角 对 应 . 

我 们 要 考察 ， 在 这 样 的 参数 变换 下 ，1.2 里 所 引进 的 函数 
@(w, 2) 如 何 变化 。 现 在 , 由 名 的 定义 和 工 ，、M ,NN 的 定义 , 经 过 
简易 计算 ,可 知 

8 = —2X,X,. 
其 中 大 和 大 是 曲面 的 径 矢 和 法 矢 如 常 . 同样 , 若 对 于 参数 +, y， 
w(x, z) 表示 与 B(w, w) 相对 应 的 函数 , 则 
v= —2X,.X.. 
但 因为 


。140。 


或 
Pldw) = ydz). 


这 公式 表明 了 g@ 的 变换 规律 . 若 采用 黎 曼 面 的 通常 术语 , 这 规律 
可 以 叙述 如 下 : ”在 保 角 参数 变换 w<>z 下 , @(aw): 的 变换 如 同 
一 个 复 二 次 微分 式 (其 中 系数 @ 是 和 元 的 一 个 函数 ). 

2. 主要 定理 

2.1. 定理 若 S 为 具 常 数 太 的 零 亏 一 般 曲 面 ( 即 它 的 参数 曲 
面 Sw 是 零 亏 的 ) , 则 s 为 球面 . 

对 这 个 定理 ,我 们 将 给 出 两 个 不 同 的 证 明 , 它 们 都 用 到 了 第 五 
章 ，1.2 中 关于 球面 的 特征 ; 即 我 们 将 证 明了 曲面 一 切 点 都 是 腊 点 . 
两 个 证 明 都 用 到 下 面 2.2 的 引 理 ,而 第 一 个 还 用 到 定理 2.3， 

2.2. 引 理 ”条件 H == 常数 等 价 于 ，@ 是 ww 的 解析 函数 (记号 
出 1.2). 

证 明 太一 < 等 价 于 Hs 一 Hs 一 0, 因此 ,根据 1.1 的 4), 它 
等 价 于 : 2 的 实 部 和 虚 部 满足 柯 西 - 黎 曼 方程 . (这 个 引 理 也 可 以 
由 1.2 的 3) 推 得 .) 

2.3. 定理 设 R 为 具 常 数 甩 的 曲面 的 一 个 域 ，U 为 R 上 脐 点 
的 集合 . 若 pe 0, 则 

1) 或 者 P 是 忆 的 内 点 ， 

2) 或 者 P 是 U 中 具 负 指数 的 孤立 点 ， 

证 明 根据 1.2 的 1), 已 是 函数 互 的 零点 集合 ， 而 根据 引 理 
2.2, 人 是 ww 的 解析 函数 , 因此 , 或 者 和 9 = 0 因而 一 切 点 属于 U, 或 
者 @ 半 0, 而 了 是 上 的 孤立 点 .在 后 一 情况 ,我 们 可 以 应 用 1.3, 而 
由 于 @ 是 解析 函数 ， 

92(w) 一 cz 十 
其 中 c 关 0,2 二 1. 故 5(arg9) 一 2xn， 于 是 
1 1 


, 1 
1 一 一 一 .一 6(argg) 一 一 一 一 0. 
2x 2 (arg 2 


1) 即 第 二 章 ，3.1 的 抽象 曲面 %， 一 一 译 者 注 
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2.4. 主要 定理 的 第 一 证 明 可 以 把 s 的 脐 点 和 曲率 线 看 成 
5 的 脐 点 和 曲率 线 。 设 古 为 5 的 脐 点 集合 。 由 于 5 的 亏 格 是 去， 
根据 虎 加 莱 定 理 (第 三 章 ,2.2 和 第 三 章 ,2.4a1),U 是 非 宅 集 . 若 UU 
是 有 限 集 ， 则 忆 中 将 至 少 有 一 点 的 指数 是 正 的 , 与 定理 2.3 矛盾 . 
故 忆 是 无 限 集 ,而 由 于 % 是 紧 的 ,7 有 一 个 聚 点 p, 但 UU 是 连续 淆 
数 心 一 所 的 零点 集合 ,因而 是 闭 集 , 故 pE U。 再 根据 定理 2.3, P 
是 口 的 内 点 . 设 U0* 为 口 的 一 切 内 点 的 集合 . 

现在 ,假设 UV 有 一 点 9g U*, 则 由 P 到 9 的 一 条 连续 曲线 和 非 
空 集 $ 一 U* 的 公共 点 中 ,从 P 算 起 ,将 有 一 个 第 一 的 点 .这 个 点 ， 
作为 局 的 聚 点 , 将 属于 U, 但 既 不 是 U 的 内 点 又 不 是 品 的 孤立 点 ， 
与 定理 2.3 矛盾 。 故 4 不 存在 , 即 VU* 一 5。 一 UV, 因而 5 为 球面 . 

2.5. 主要 定理 的 第 二 证 明 5 的 度量 在 9% 上 诱导 出 一 个 黎 
曼 度量 , 其 中 也 就 含有 和 角 的 度量 . 故 $ 在 S, 上 诱导 出 一 个 (抽象 ) 
黎 曼 面 的 结构 ( 象 复 解析 函数 论 中 所 确定 的 ) .在 这 个 黎 曼 面 上 ,有 
1.4 中 所 讨论 的 二 次 微分 式 Bdw? 一 dw?， 按 引 理 2.2, 这 个 微分 
式 是 解析 的 。 由 于 这 个 微分 式 的 零点 是 脐 点 ， 只 要 我 们 能 证 明 
8 三 0, 主要 定理 就 证 有 明了。 因此 ,主要 定理 可 以 看 作 下 面 关 于 黎 
曼 面 的 定理 的 系 理 . 

2.6. 定理 在 一 个 零 亏 紧 致 黎 曼 面 5, 上 , 除 @ = 0 这 个 平凡 
情况 外 ,没有 其 他 解析 二 阶 微分 式 Baw. 

证 明 证 明 这 个 定理 的 方法 之 一 是 沿 着 2.3 和 2.4 中 第 一 证 
明 的 思路 。 考 虚 1.2 的 2) 在 % 上 所 确定 的 曲线 及 其 奇 点 ， 像 2.3 
那样 ,证 明 奇 点 指数 是 负 的 ,再 像 2.4 那样 ,利用 庞 加 莱 定 理 , 最 后 
证 明寺 0, 

但 是 ， 也 可 以 不 用 庞 加 莱 定 理 而 利用 零 亏 紧 致 黎 曼 面具 有 一 
个 保 角 类 的 事实 (这 是 一 般 单 值 化 定理 的 一 部 分 ). 据 此 ,我 们 可 以 
假设 曲面 % 是 普通 的 复数 球面 . 这 个 球面 可 以 用 两 个 参数 邻 域 履 
盖 : 一 个 对 应 于 w, 它 覆盖 w 一 oo 以 外 的 整个 球面 , 另 一 个 对 应 
于 一 oo:， 它 覆盖 除 w 一 0 以 外 的 整个 球面 。 微分 式 Badw? 一 
dz 的 系数 之 间 有 关系 
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oD(w) = yz) ( 时) 一 到 (or 一 加 (st 
\dw 


但 8 是 ww 的 整 函 数 而 业 在 x 一 0 是 正则 的 。 故 w = co 时, @== 
0. 因此, 据 利 奥 维 尔 (Liouvile) 定理 , @ 二 0. 

2.7. 注 记 在 考察 一 C 的 曲面 时 ,出 现 了 复 解 析 函 数 ,这 
是 个 足 为 奇 的 ;我 们 只 须 指出 ， 这 类 曲面 包括 极 小 曲面 (定义 是 
日 一 0) 在 内 ,而 极 小 曲面 和 复 解析 函数 的 联系 则 构成 数学 的 经 
典 篇 章 。 

男 一 方面 ,“ 主 要 定理 ”不 包括 日 二 0 的 款 ， 因 为 在 互 = 0 的 
曲面 上 ,处 处 玉 < 0, 而 对 于 闭 曲面 ,这 是 不 可 能 的 (参看 第 二 章 ， 
4.2)。 


3。 特殊 魏 因 加 尔 知 曲面 


3.1. 引言 . 在 本 节 中 ,我 们 再 考察 满足 关系 

1) W(k, ka)=0 

的 曲面 , 其 中 多 之 名 如 常 ( 见 第 五 章 , 2.2). 我 们 将 第 2 节 中 主要 
定理 的 “第 一 证 明 ” 所 采用 的 方法 用 于 比 WW 一 包 十 锯 一 c 更 一 
般 的 函数 。 由 于 该 方法 主要 是 涉及 脐 点 的 , 我 们 对 WV 所 规定 的 条 
件 自然 也 将 只 是 关于 它 在 刻 = 名 的 点 处 的 情况 。 我 们 将 总 假定 
W( 名 ,名 ) 有 连续 一 阶 导 函 数 ,而且 

外 一 已 时，( 了 Ji) 天 (0,0)。 


这 表明 

2) 锯 一 如 时， 把 一 存在 
1 2 3 dk, 

(ze 可 能 无 穷 大 )， 决 定性 的 假设 是 

2’) 一 时 ， 上 一 一 1。 


我 们 将 证 明 : 满足 2 ) 的 零 亏 解析 闭 曲 面 是 球面 
若 魏 因 加 和 尔 知 关系 不 是 用 1) ,而 是 用 
U(K, H)=0 
给 定 的 ,其 中 在 名 二 名 (或 K 二 于) 的 点 可 微 , 则 2) 等 价 于 
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2*) K= 7 了 时， Ux 如 十 记 LT 天 0。 


这 可 以 从 以 下 关系 和 事实 推 得 : 
Ur ak + Ur,dk; 一 0， 


DA 一 U rk 十 六 Up, Ui, < 一 Uxr®, 十 二 Up, 


以 及 车 名 一 名 , 则 U4 一 U4,s H 一 多 一 如， 但 是 我 们 将 不 采用 

这 种 形式 来 表达 我 们 的 条 件 . 
实际 上 ,将 要 用 到 的 是 条 件 1), 2) 和 2”) 的 下 述 较 弱 的 形式 : 
假定 p 是 一 个 脐 点 ,而 且 有 一 个 趋 于 它 的 非 脐 点 序列 {ps}。 设 
= H(po) 一 KCpo) 一 kl po), 

则 条 件 2) 表明 ,对 于 一 切 趋 于 po 的 非 脐 点 序列 {pa}， 

, 有 (po 一 和 
2 np) 
因而 
3) 1— tl im Stp 一 4 
(po 一 外 po] 


或 者 ,在 一 个 E(po) 一 1 的 正方 坐标 系 下 ， 
， (po) 一 用 
3) [oCpo)l 
其 中 @ 是 1.2 中 的 函数 。 这 是 我 们 将 要 用 到 的 全 部 条 件 ， 由 于 用 
这 个 条 件 而 不 用 魏 加 加尔 吞 关系， 我 们 将 证 明 的 定理 比 所 提出 的 
定理 更 带 一 般 性 (参看 下 面 的 3.5). 

3.2. 定理 ” 若 一 般 零 亏 解 析 闲 曲面 $ 在 它 的 一 切 脐 点 满足 
1 一 0( 即 上 一 一 1) 时 的 条 件 3), 则 5 是 球面 . 

3.3. 证 明 的 第 一 部 分 ”我们 假定 虎 加 莱 定 理 . 和 2.3 类 似 , 显 
然 只 须 证 明 : 车 po 是 脐 点 , 则 

1) 或 者 pp 是 上 脐 点 集 的 内 点 ， 

2) 或 者 ps 是 孤立 脐 点 而 po 的 指数 7 是 负 的 ,我 们 可 以 假定 
ps 不 是 脐 点 集 的 内 点 ,这 样 ,就 有 -一 个 趋 于 p 的 非 脐 点 序列 {pn}， 
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和 i 条 件 3) 就 可 以 用 于 这 个 序列 . 

由 于 是 解析 邮 面 ,在 po 邻近 ,2 和 妃 有 泰勒 (Taylor) 级 数 展 
开 式 

Bw, wi) 一 BWWw, Ww) T+ Bo (w, WwW)+ ,n> 0， 

H(w, w) = HO(w, w) + HV(w, w) + 
其 中 9 和 已 为 下 次 齐 式 , 而 且 Bw 关 0 由 于 于 "是 零 次 的 ， 
Ho 一 思 故 

H(w, ww) —h= Hw, 区) 士 …。 
由 1.2 和 条 件 3), @ 和 五 满足 下 面 两 关系 


a) 去 oo = Hy, 
HC—h 

b lim 一 一 一 - 一 14。 

) pep 1®| 


把 @ 和 二 的 泰勒 展开 式 代 入 a), 然 后 比较 两 边 同 次 的 项 ,可 知 《 二 
了 时, HW 一 0. 但 由 于 五 是 实 的 ， 
2H = HY 一 iHW, 
因而 HW 一 HW 一 0。 于 是 HW 是 常数 。 但 BO 是 和 次 齐 式 。 
故 0 二 < 二 x 时 HW 一 0. 所 以 
H(w, w)—h= Hw, w) + HPD(w, w) t+ 
方程 b) 可 以 改写 成 
lim H+ 十 
pi>po |@2 十 .| 
落 在 pe 引进 极 坐 标 ” 和 0, 则 
H = rcosb, sin0) = +r”"H'”(0), 
Dm 一 ym cos0, sing) = r"@" (0), 
其 中 8H”"(0) 和 gm (9) 是 cos8, sing 的 rz 次 齐 式 . 所 以 
r*H‘"(0) 十 . 
Br rz"G(2(6) 十 | 
Ei H'™(0) 十 rH*+?(9) 十 - 
lm [8'"(0) 十 y92+5(6 + | 
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= ~- 2. 一 一- 


[BOT Iw, 5m) 
现在 , 按 假 设 ,4 = 0, 故 Hm"(w, ww) 一 0. 但 根据 关系 2)， 
bw, ws = Hw, w), = 0. 
故 Bm(w, 忆 ) 是 ww 的 解析 防 数 ,由 于 它 是 齐 7 次 的 , 98 一 cm， 
其 中 c 关 9. 于 是 
有 一 cuwz 十 Gin 十..。 
= cwr 十 7?11B，, 
而 且 在 w = 0 的 一 个 充分 小 的 邻 域内 , 181 < M, 其 中 M 是 某 个 
常数 . 
3.4. 证 明 的 第 二 部 分 “现在 我 们 可 以 证 明 p 的 确 是 孤立 点 
|< 


而 且 j 一 0。 考虑 邻 域 " < [| 假定 在 这 个 邻 域 里 的 某 个 w 关 


mM 
0 的 点 , @ 一 0, 则 
cw = —r"1B, 
[clr = 7+)B. 
即 在 邻 域 "< [| 里 ,有 一 点 满足 
,= le > el, 
B M 


这 就 有 了 矛盾. 
为 了 证 明 7 < 0, 根据 1.3 和 8(arg(cw")) 二 + > 0, 只 须 证 


明 , 对 于 邻 域 ， < | 里 一 个 小 的 闭 曲线 ， 


5(arg9) 一 O(arg(cw")), 
但 在 这 个 邻 域 里 ， 
1® ~ cwr| < 1cw?"|. 
这 不 等 式 的 几何 意义 是 , B(w),0, cw" 三 点 不 会 按 这 个 次 序 在 同 
一， 一 条 直线 上 ， 
故 


dvw) argB 一 arg( cw") A kx, 
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其 中 如是 整数 .于 是 我 们 有 
(arg@D) 一 6(arg(cw")) 整数 ， 


27x 
而 . 
arg@ 一 arg(cw") 二 半 奇 数 
27 “ 
因此 ,由 连续 性 可 知 


6(arg®) 一 6(arg(cw")) = 0. 

3.5. 注 记 ”上 述 证 明 突出 地 利用 了 解析 性 的 假设 ,而 关于 具 
常数 互 的 曲面 的 证 明 则 不 需要 假设 解析 性 。 但 实际 上 , 在 常数 瓦 
的 情形 ,并 没有 更 大 的 一 般 性 。 原因 如 下 . 车 曲 面 局 部 地 用 一 
z(x,y) 表示 , 则 方程 媚 一 C 可 以 写成 

9p(ryyy t, Pp, 9) = (1 + 9)r — 2p9s 
十 (1 十 1 一 2c(1 十 所 二 9) 二 0. 
但 我 们 总 有 
(1 + 9)(1+F)— (p=1+P +? > 0， 
故 9 一 0 是 一 个 解析 二 阶 椭圆 方程 , 但 是 贝 恩施 泰 因 《Bernstein) 
定理 指出 ,这 样 方程 的 一 个 三 次 可 微 的 解 是 解析 的 。 所以, 我们 所 
考虑 的 日 一 常数 的 曲面 实际 上 是 解析 的 . 

Hartman 与 Winter(Amer. J.of Math., Vol. 76(1954), p.502) 
利用 3.1 中 的 条 件 2*) ,对 于 二 次 可 微 的 丈 曲 面 证 明了 定理 3.2. 但 
他 们 的 证 明 用 到 了 魏 因 加 和 尔 乔 关系， 而 我 们 
则 不 用 。 事实 上 , 我 们 的 证 明 可 以 用 于 具有 
如 下 性 质 的 任意 曲面 ， 曲面 的 曲率 图 在 直线 
外 一心 上 有 尖 点 , 而 且 在 尖 点 的 切线 垂直 于 
该 直线 ， 

我 不 知道 ,在 曲率 图 满足 这 样 的 条 件 时 ， 

对 异 于 矿 曲 面 而 又 非 解 析 的 曲面 能 够 证 明 些 什么 . 

3.6. 进一步 的 注 记 “对 于 解析 曲面 , 有 以 下 定理 (H. Hopf, 

Math. Nachrichten, Vol. 4(1951)), 
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a) 若 £ 过 0( 即 12 过), 则 一 一 1 ( 即 % 一 0), 因 而 有 关 
脐 点 是 孤立 的 , 它 的 指数 是 负 的 ， 
b) 落 二 > 0( 妇 14 之 了 则 % 一 (2m 十 DD) 其 中 慌 是 某 
个 整数 。 有 关 脐 点 是 弧 立 的 , 它 的 指数 是 十 1. 
这 些 事实 的 根据 是 ， 具 有 下 述 性 质 的 齐 式 偶 @B"(w, 1w)， 
Hm (w, zw) 是 很 少 的 ，H'” 是 实 的 ,并 满足 
HH” 一 11@?|, HY) 一 - Om, 
虽然 上 述 文 章 只 提 到 了 WV 曲面 ,其 证 明 却 只 用 了 条 件 3) 而 没有 用 
1) 和 2). 所 以 ， 曲 率 图 为 曲线 的 假设 可 以 用 下 面 较 弱 的 假设 代 
替 : 在 名 一 名 的 点 , 它 有 类 似 3.5 的 图 的 尖 点 (但 切线 不 同 )。 
不 久 前 , KK. Voss 对 于 解析 曲面 证 明了 下 述 定理 : 
b) 若 上 > 0, 则 曲面 是 回转 曲面 ,其 脐 点 在 轴 上 * . 
练习 I. 证 明 b) 是 b) 的 系 理 。 
II. 证 明 : 若 曲 面 不 是 解析 的 而 只 属于 C"(w 是 已 给 
的 , 它 可 以 很 大 ), 则 b) 中 关于 * 的 结论 不 成 立 。 
提示 : 构造 一 个 回转 面 。 


a 


#) Mazh. Annalen, Vol. 138(1959), 
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第 七 章 


具 常 数 中 曲率 的 
简单 闭 曲 面 ( 亏 格 任意 ) 一 一 推广 


1 引 证 


在 本 章 轩 ,我 们 将 证 明 , 具 常数 中 曲率 五 的 简单 闭 曲 面 必 是 球 
面 。 由 这 个 定理 和 上 一 章 的 主要 定理 , 可 见 剩 下 尚未 能 判断 的 情 
况 只 是 亏 格 >0 的 非 简单 闭 曲 面 . 

1955 年 七 月 ， 阿 列 桑 德 洛 夫 在 苏 黎 士 所 作 的 一 个 报告 中 提出 
了 这 个 定理 ,并 给 出 了 证 明 纲 要 ,但 至 今 (1956 年 三 月 ) 为 目 , 证 明 
尚未 发 表 。 证 明 的 基础 是 一 个 明显 的 事实 ( 见 第 2 节 ), 即 球面 是 
在 每 个 方 访 都 有 一 个 对 称 平面 的 闭 曲 面 .证 明 分 两 部 分 “几何 ”部 
分 和 “解析 ”部 分 .我们 将 首先 证 明 ， 在 适当 的 限制 下 ， 任 何 简单 
闭 曲 面 都 具有 某 种 “对 称 性 ”， 然 后 证 明 , 一 个 绝对 椭圆 偏 微分 方 
程 的 两 个 解 ,如 果 在 某 点 有 特定 类 型 的 切 触 ,就 在 该 点 的 一 个 邻 域 
内 重合 . 这 两 个 结果 结合 起 来 ,就 将 导出 我 们 的 定理 . 

我 认为 阿 列 桑 德 洛 夫 的 这 个 证 明 ， 特 别 是 下 面 第 3 节 中 的 几 
何 部 分 ,在 整体 微分 几何 中 ,将 开辟 新 的 途径 . 


2 球面 的 另 一 个 特征 


2.1. 定义 已 给 一 个 点 集 SCE', 若 如 里 对 于 一 个 平面 P 的 
欧 氏 反射 把 5 映射 到 $ 上 , 则 了 叫做 s 的 一 个 对 称 平面 . 
一 个 平面 的 方向 就 是 它 的 法 线 的 方向 ,因而 通过 平移 , 它 对 应 
于 么 球面 吕 上 唯一 的 一 对 对 极点 . 按 这 个 对 应 关系 ,点 集 5 的 一 切 
对 应 平面 在 邯 上 所 确定 的 点 集 如 ， 叫 做 8 的 方向 图 . 
2.2. 引 理 ”车 一 个 简单 闭 曲面 s 在 每 个 方向 都 有 对 称 平面 ， 
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则 Ss 是 球面 。 实 际 上 ,只 要 马上 的 方向 图 >' 有 内 点 , 则 8 是 球面 。 

证 明 ”假定 过 的 北极 是 的 一 个 内 点 , 则 经 过 北极 的 每 个 大 
贸 上 部 有 一 段 小 弧 , 其 上 的 每 点 都 对 应 于 5 的 一 个 对 称 平面 ， 现 
在 , 若 Pi, P; 是 两 个 对 称 平面 ,而 0 为 Pi 和 PP; 之 间 的 角 , 则 对 ,的 
反射 和 对 P; 的 反射 相继 施行 的 结果 , 构成 绕 P 和 记 交 线 的 转动 ， 
其 转角 是 2c, 而 由 定义 可 知 , 这 个 转动 令 S 不 变 . 设 P 为 对 应 于 
北极 的 对 称 平面 , 则 经 过 北极 的 一 个 固定 大 贺 上 ,有 一 个 小 弧 , 其 
上 每 一 点 对 应 于 一 个 令 $ 不 变 的 转动 。 显然 , 所 有 这 些小 转动 都 
有 相同 的 转动 轴 . 但 绕 固 定 轴 而 令 8 不 变 的 转动 构成 了 群 , 它 显 
然 可 以 由 上 述 小 转动 生成 所 以 , 绕 这 个 轴 的 一 切 转动 令 5 不 变 ， 
即 这 个 大 图 上 每 一 点 对 应 于 5 的 一 个 对 称 平面 。 但 这 是 经 过 北极 
的 任意 大 圆 , 故 > = 盖 。 这 表明 , S 对 于 一 切 转动 不 变 . 设 ak 5， 
则 5 含有 经 过 a 的 一 整个 球面 ,因而 5 是 球面 . 


3， 简 单 闭 曲面 的 一 项 “对 称 ”性质 


3.1. 定义 设 S 为 有 碌 里 C”* 类 简单 闭 曲 面 ( 亏 格 任意 ) ，L 为 
E: 里 一 个 特定 方向 .( 作 图 时 ,我 们 
总 取 4 为 自 上 而 下 的 铅 垂 方向 ,) 用 
5 n(x) 表示 S 在 x€5 的 内 法 矢 。， 设 


4— {xes:[dn(x)] < <}, 
B= (xe s:¥[dn(x)1 > 于 |， 


C 一 € $: Ld,n(x)] 一 三 }. 


按照 这 个 规定 , 4 是 内 矢 a(x) 向 下 处 的 点 集 ,B 是 x(x) 向 上 处 的 
点 集 ,C 是 n(x) 在 水 平 位 置 处 的 点 集 . 

和 4 平行 而 且 同 向 的 有 向 喜 线 叫做 4 线 . 

3.2. 引 理 1) 4 和 B 是 S$ 上 的 开 集 ,C 是 闭 集 ， 

2) 着 一 表示 s 上 的 闭 包 , 则 
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2cCAUC (4nB 是 空 集 )， 
BCBUC (8NA4 是 空 集 )。 
3) 车/ 是 和 3 相遇 于 ak4 的 一 条 4d 线 , 则 1 和 Ss 在 a 不 相 
切 ,和 而且, 若 沿 7 正 向 行进 时 ,就 从 5 的 外 部 经 过 a 进入 内 部 , 即 4 
的 点 是 沿 4 方向 由 5 外 到 5 内 的 入 口 点 ， 同 样 ，8 的 点 是 沿 4 方 
向 由 5 内 到 5 外 的 出 口 点 ， 
证 明 是 显然 的 . 
3.3. 定义 ”曲面 在 一 点 的 渐 近 方向 是 在 该 点 第 二 基本 齐 式 等 
于 零 的 方向 , 即 
ZLde 十 2Mdudr 十 Nd 一 0 
记 确 定 的 方向 . 在 一 个 K > 0 的 点 ,这 方程 没有 解 ,因而 没有 ( 实 ) 
渐 近 方向 。 车 KK <0， 恰 好 有 两 个 渐 近 方向 。 我 们 要 着 重 游 虑 
K(p) 一 0 的 点 p。 在 这 样 的 点 的 渐 近 方向 叫做 双重 渐 近 方向 . 有 
两 种 可 能 的 情况 : 一 种 是 (L, M,N) 关 (0,0,0), 即 是 普通 抛 
物 点 ， 这 时 刚好 有 一 个 双重 渐 近 方向 ; 另 一 种 是 (L, M,N) 一 
(0,0,0), 即 P 是 平 点 ,这 时 一 切 方 向 都 是 双重 渐 近 方向 . 
车 EF; 里 一 个 特定 方向 4 平行 于 s 的 一 个 双重 渐 近 方向 , 则 2 
(对 于 5) 称 为 例外 方向 . 
3.4. 引 理 设 S 为 C 类 简单 y 
闭 曲 面 , 4 对 于 8 不 是 例外 方向 , 则 
3.1 中 所 确 定 的 点 集 C 是 有 限 多 条 “ ” |。 
互 不 相交 的 正则 简单 闭 曲 线 的 并 . 
集 , 而 且 
A=AUC, B=BUC. 
证 明 设 p€C; 以 P 为 原点 ， 
取 坐 标 系 (x*, y, x), 其 正 * 轴 是 一 条 4 线 , 正 z 轴 是 5 的 内 法 矢 ， 
而 坐标 系 的 定向 是 正 的 .于 是 xy 平 面 是 5 在? 的 切面 ,而 在 P 的 
一 个 邻 域内 ,曲面 的 方程 可 以 写成 z 一 z(x,y); 即 确定 5 的 矢 函 
数 可 以 写成 


x 


在 一 {z， 2 2(x, 7)}, 
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其 中 z 是 二 次 可 微 的 。 由 于 
到， 一 (1, 0， zx)， X， = (0, 1, zy), 


内 法 矢 是 
了 一 一 1 (一 zs 一 ay， 
[XxX (如 十 中 十 1) 叫 
故 在 P 的 邻 域内 ， 
A = {X:z, > 0}, B = {KX:z, < 0}, 
C = {Xz = 0}. 
现在 ， 


z(x,y) = ar 2bxry + cy + D(x, y), 

其 中 忆 含 更 高 次 的 项 。 由 于 P 不 是 平 点 ,(4, 5, c) 到 (0,0,0). 事 
实 上 ,(a,5) 闫 (0,0); 因 为 若 (a,5) 一 (0,0), 则 

z(x,y) = cy + D(x, y), 
这 表明 x 轴 将 是 一 个 双重 渐 近 方向 ,和 坐标 系 的 选 法 矛盾 。 因 此 ， 

zx 一 24x + 26y + D(x, y), 
其 中 gradz.(0,0) 一 2(a, 5) 天 (0,0). 故 在 邻近 ,确定 C 的 曲 
线 zx(x,y) 二 0 是 (0,0) 附近 的 正则 曲线 . 但 Pp 是 Cc 的 任意 点 ， 
又 $5 是 紧 的 , 故 C 是 有 限 多 条 互 不 相交 的 正则 简单 闭 曲 线 的 并 集 . 

,为 了 证 明 引 理 的 第 二 部 分 , 设 C 为 C 在 zy 平面 上 的 投影 , 则 
C 是 经 过 了 的 正则 曲线 , 而 且 在 忆 的 某 一 侧 ，z: > 0, 在 另 一 侧 ， 
xz<0。 故 CC405. 但 根据 3.2 的 2), 4CAUC, BCBNcC，, 
所 以 4 二 A4UC,B=BUC. 

3.5. 引 理 ”沿用 3.4 的 假定 和 记号 ,再 假定 x 轴 的 一 节 7 一 
{x:0 过 x 过 x} 不 含 5 的 任何 点 , 因而 了 或 者 在 8 的 内 部 , 或 者 
在 5 的 外 部 . 设 $ 是 在 P 的 任意 小 的 邻 域内 , S 和 半 平 面 (y = 0， 
* > 0) 的 交集 , 则 或 者 在 5 的 内 部 ,而 4n4 关 0; 或 者 T 在 5S 
的 外 部 ,而 $B 去 0, 

证 明 和 3.4 一样,( 在 P 的 一 个 邻 域 内 ) 正 z 轴 在 5 内 部 , 负 
z 轴 在 5 外 部 。 若 了 在 内 部 , 则 s 把 工 和 负 z 轴 隔 开 ( 见 图 1) , 故 
在 4 上 ,xz <0. 因此 ,由 于 在 P 点 , z 一 0, 在 4 上 某 处 ,xz。 < 0, 即 
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4n4 关 0 阁 样 , 若 了 在 外 部 , 则 8 把 斌 和 正 z 轴 也 开 , 因 市 在 台 
上 ,sz>0, 故 在 4 上 某 处 ,z*>> 0, 即 SMB 0. 


2>0 


1 图 2 
3.6. 定义 设 < 和 P 为 两 片 有 公共 内 点 的 曲面 ，P 为 一 个 公 
共 内 点 。 
D 若 8 在 P 有 公 切 面 , 则 a 和 8 在 P 有 切 角 . 
2) 若 a 和 8 在 P 有 切 触 而 且 有 公共 的 正法 和 拓 , 则 a 和 8 在 P 
有 正切 能 
3) 在 的 一 个 邻 域 内 , 设 c 用 方程 a 二 z(x,y) 表示 ,8 用 
52 一 si(t，?》) 表示 。 若 在 P 的 每 个 邻 域内 , mm 一 z 变 号 , 则 w 和 
8 在 P 相 妆 
4) 车 和 8 在 P 有 团 触 ， 但 在 P 不 相交 ， 则 a 和 6 在 P 有 
亚 党 和 
5) 车 xc 和 8 在 pp 有 切 触 ，c 上 有 一 条 经 过 ? 的 正则 ( 即 C: 
类 ) 曲 线 了 ,而且 在 了 的 至 少 一 侧 , xc 和 8 不 相交 , 则 a 和 6 在 P 有 
半生 党 和 
zs = Im{c(x + iy)*}, 《> 2, 
所 确定 的 EB? 中 的 曲面 和 xy 平面 在 原点 有 非 半 正常 的 切 触 . 


证 明 函数 z% 在 每 一 条 经 过 原点 而 和 zx 轴 作 1 角 ? 的 直线 
上 等 于 零 ，i 一 1,2,……，A， 而 在 跨 过 这 些 直 线 中 的 任何 一 条 时 ， 


1》 这 里 假定 了 C 是 实数 ,但 当 C 不 是 实数 时 ,最 后 结论 仍然 正确 ， 一 一 译 省 广 
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它 灾 号 . 著 T 为 经 过 原点 的 任意 正则 上 曲线 9, 则 因 t 之 2, 在 工 的 余 
集 的 每 个 分 支 集中 都 有 se 一 0 的 点 . 由 于 跨 过 zx 一 0 时 ,zs% 
变 号 ,在 每 一 个 分 支 集中 , 它 也 要 变 号 . 

3.8. 定理 设 5 为 C? 类 简单 而 曲面 ，4 对 于 3 为 非 例外 方 
向 ， 则 有 一 个 垂直 于 4 的 平面 P， 具 有 以 下 性 质 : 若 S 是 $ 对 
P 反 射 的 象 ， 则 5 和 5" 有 半 正 常 正 切 触 。 〈(“ 正 法 矢 总 是 指 内 法 
矢 .) 

证 明 若 * 和 b 为 两 点 , 用 M(a, b) 表示 “, 4 联 线 的 垂直 平 
分 面 。 我们 要 证 明 ,下 面 两 种 情况 之 一 必 将 出 现 : 

1) 存在 着 在 同一 条 4 线 上 的 两 点 ab, 其 中 ae 4, be B, 而 
且 , 着 8 是 S 上 46 的 一 个 充分 小 的 邻 域 ,而 P° 是 8 对 M(a, b) 反 
射 的 象 , 则 8" 和 4 不 相交 切 触 . 

2) 有 一 点 ce C, 而 且 , 着 7 是 Ss 上 CC 的 一 个 充分 小 的 邻 域 . 
而 7' 是 7 对 经 过 < 而 垂直 于 4 的 平面 的 反射 象 ， 则 7’ 和 4 不 相 
交 切 触 . 

仍然 假定 4 是 铅 垂 方向 ;而 设 P 是 在 3 下 方 的 一 个 水 平面 . 设 
B" 是 对 于 P 的 反射 象 . 把 B” 朝 上 平移 直到 它 初次 入 相 过 . 
平移 后 的 这 个 点 集 用 B" 表示 , 则 B' 是 8 对 于 一 个 垂直 于 4 的 平 
面 的 反射 象 ,而 且 显然 8' 和 有 公共 点 但 不 相交 . 设 pe ANB". 
我 们 将 证 明 ; 或 者 p 一 ae 4 而 上 述 的 1) 得 到 满足 , 或 者 p 一 ce 
C 而 上 述 的 2) 得 到 满足 ， 

首先 ,我 们 指出 , 在 经 过 P 的 2 线 上 ,没有 一 4UC 的 点 在 
P 之 下 ;因为 我 们 上 面 是 把 8” 朝 上 平移 直到 它 初次 和 2 相遇 . 因 
此 ,车 有 任何 点 在 ?之 下 , 它 必 是 8 的 点 .但 根据 3.2 的 3), 这 样 
的 点 必 是 由 5s 内 到 5 外 的 出 口 点 ， 而 由 于 在 P 之 下 没有 4UC 的 
点 ,这 是 5 在 P 之 下 唯一 的 点 ,所 以 

1) 或 者 在 ?之 下 有 B 唯 一 的 点 b, 但 没有 A4UC 的 点 。 

2) 或 者 在 P 之 下 没有 5 的 点 。 


1) 械 在 xy 平面 上 下面 的 余 集 指 相 对 于 xy 平面 的 余 集 ， 一 一 译 者 注 
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第 一 款 ”我 们 证 明 , 这 时 pe 4 ( 即 pg C). 由 于 be B, 经 过 P 
的 4 线 和 s 在 5 不 相 切 ,因而 在 p 也 不 和 8’ 相 切 ( 见 图 ). 由 "的 
定义 可 知 ,在 ?的 一 个 邻 域内 ,在 B 之 下 没有 4 的 点 。 另 一 方面 ， 
因为 b 是 由 s 内 到 s 外 的 出 局 点 , 线 眉 pb ( 除 端点 外 ) 含 在 S 的 
内 部 ， 因 此 ,车 be C, 则 根据 引 理 3.5, 在 p 的 每 一 个 邻 域内 将 有 
S$ 站 4 的 点 ,在 这 样 的 点 , $ 和 x 轴 相 切 ? 并 且 在 平面 + 二 0 之 下 ,这 
显然 是 有 矛盾 的 . 故 pe 4. 


ce 


p -BB' 


第 二 款 ”这 时 pe C. 因为 , 若 pe 4, 则 经 过 P 的 4 线 将 在 ? 
点 进入 S$ 内 , 因而 在 某 点 be B 离开 5 内 部 ,和 上 面 假设 P 下 没有 
5 的 点 矛盾 . 故 p 一 cE 34MB. 在 由 到’ 的 映射 下 ,p 一 < 显 
然 不 变 。 故 该 映射 是 对 于 经 过 P 的 水 平面 的 反射 . 

设 7 为 P 的 邻 域 ,Y’ 为 7 的 反射 象 , 则 7Y’ 含 有 4, B', C' 的 
点 (这 里 的 ' 表 示 点 集 的 反射 象 ). 已 经 知道 8' 一 B'UC’ 不 和 4 相 
交 , 所 以 剩 下 来 的 是 要 证 明 x’ 由 4 和 4 不 相交 。 . 

设 忆 为 C 在 xy 平 面 上 的 投影 ， 则 根据 3.4, CG 是 正则 曲线 . 
设 qe Cc 而 q 为 4 的 反射 象 , 则 由 于 P 是 8” 和 也 最 初 相遇 的 点 ， 
d 或 者 在 4 之 下 或 者 就 是 q。 于 是 

xz(q) < r+(q') = —x(q), 
因而 *(q) 二 0. 所 以 C 是 在 > 轴 上 侧 或 在 y 轴 上 , 而 且 在 P 有 极 
低 点 . 
C 把 的 邻 域 ?分 成 两 个 支 集 , 一 个 对 应 于 4 的 投影 3, 另 一 


1) 取 坐 标 系 如 3.4* 下 同一 一 译 者 广 
2) 指 p 点 在 xy 平面 上 的 邻 域 ， 一 一 译 者 注 
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个 对 应 于 8 的 投影 六 。 可 以 断定 ,多 是 在 下 方 的 一 个 ， 即 含 正 x 
轴 的 一 个 。 这 是 因为 , 正 x 轴 在 5 的 外 部 , 因而 根据 引 理 3.5, 在 
yz 平面 下 侧 有 8B 的 点 。 帮 这 在 C 上 方 .这 样 ,容易 由 图 看 出 , 对， 
C' 入 都 没有 公共 点 ,因而 >'n 4' 和 4 不 相交 . 

这 样 就 完成 了 定理 3.8 的 证 明 . 

3.9. 例 定理 3.8 中 的 两 种 情形 确实 存在 , 如 下 面 两 图 所 示 . 

第 一 款 
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”第 二 款 


个 全 


对 于 自己 相交 的 曲面 , 证 明 不 适用 , 如 图 所 示 . 不 过 , 证 明 虽 
不 适用 ,定理 仍 很 可 能 成 立 . 


4. 绝对 椭 贺 的 偏 微分 方程 


4.1. 定义 设 9 一 g(r, s, 1, P49, *,*，y) 为 在 Es 里 某 个 
域内 确定 的 八 元 函数 . 若 有 连续 一 阶 导 函数 ， 我 们 就 可 以 把 
q 一 0 看 作 z 一 z(x,y) 的 一 个 二 阶 偏 微 分 方程 ,其 中 z(x, 7) 的 
偏 导 函数 是 p 一 zs, 9 一 zy，7y 一 grxz 5 一 Zrxys [= 2yy。 

考虑 二 次 齐 式 
A= gr 十 pp 十 pe。 

1) 若 z(x,y) 是 9 一 0 的 一 个 解 , 而 当 这 个 特殊 的 函数 
z(x,y) 代 人 下 后 ,A 是 恒 正 齐 式 , 则 z 叫做 gp 一 0 的 一 个 椭圆 解 。 
或 者 说 ，9 一 0 对 于 > 是 椭圆 的 ， 
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2) 若 对 于 一 切 解 z(x,y), A 是 恒 正 的 , 则 op 一 0 是 椭圆 型 
的 . 

3) 若 对 于 一 个 域 RCEs 里 的 八 个 变 元 的 任意 值 , A 总 是 恒 
正 的 , 则 A 在 RK 里 是 绝对 椭圆 的 . | 

若 == 41r 十 4xs 十 … 十 Aoz 十 41, 其 中 Ai; 一 A(x,y)， 
i 一 1,2,……,7, 则 9 一 0 MU 做 线性 偏 微 分 方程 。 若 4 一 0, 则 9 
是 齐 次 的 .一 个 线性 方程 是 椭 贺 型 的 充 杰 条件 是 , 412 十 4244 十 
La 是 恒 正 的 . 

4.2. 例 方程 日 = 二。 可 以 写成 

(1+ 9)r—2pg + (lt+P)—2c(1 + + 9) = 0. 
这 里 op 一 1 十 9 9: 一 一 229; 9 一 1 十 思 。 政 

和 一 (1 二 9) 委 一 22427 + (1 + Pp 
= 二 二 (gq 一 pre). 

显然 ,对 于 诸 变数 的 任意 值 ,A 都 是 恒 正 的 . 故 日 一 < 是 一 个 绝对 
椭圆 偏 微分 方程 . 

4.3. 引 理 设 4(w) 是 = 元 函数 , wx 一 (ut,……, wn), 它 在 E” 
的 一 个 凸 域 里 是 可 微 的 , 则 


G7) — bl) — DL Ailw —), 


其 中 
Ailu, 1) = | bilro + (1 — rt)u)dr, 
而 必 是 中 对 于 它 的 第 ; 个 变 元 的 导 函 数 . 
证 明 用 “表示 对 参数 r 的 导数 , 则 
$0) — Gl) = J prt (一 可 加 


| > giTv + (1 — Tu (rv tt (1 — Tu)'dr 


n 


一 让 pirTv + (1 — rT)u)ar } (vi — 1), 


i=1 
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4.4. 引 理 ” 设 偏 微 分 方程 p 一 0 在 一 个 品 域 R 里 是 绝对 椭 贺 
的 ,而 ma。 是 它 的 两 个 解 , 则 
一 2 一 好 
满足 一 个 齐 次 线性 祷 阅 偏 微分 方程 . 
证 明 据 假 设 ， 
pris sy tes Pis qis Kis sy) 0, 1 — 1,2. 
改 根据 引 理 4.3， 
op(ra 52， -…) -一 pt{r, 519 .) 
= A(rs— 77) + Bs— 5) + C(t — 1) 
+ D(ps— pi) + E(4— 4) 
十 F(z;— 21) = 0, 


其 中 ,例如 A4(x, 一 | wudr, 而 w 的 变 元 是 


trax, y) 十 (1 一 r)ri(zyy) Tzax, V+(l — Ta(r, 
,x*，》;, 等 等 .显然 ,这 个 方程 是 线性 而 齐 次 的 ,而 且 zs 一 z; 满足 
它 。 
这 方程 是 椭圆 型 的 这 是 因为 ,对 于 尺 里 的 任意 值 ， 
q+ oar qr 
是 恒 正 的 ,因而 特殊 地 ,对 于 4, B, 等 积分 内 出 现 的 值 ， 它 也 是 恒 
焉 的 . 因此 , 取 这 个 齐 式 的 积分 ,得 到 的 


1 
| [92 + pp 十 pp Jar 


= A(x, YP + B(x, yp 十 CCz I 
也 是 恒 正 的 , 
4.5. 定理 设 9 一 0 是 在 一 个 凸 域内 绝对 椭圆 的 伪 微 分 方 

程 . 设 z， zs 是 9 一 0 的 两 个 解 ,而且 在 (0,0)， 

(0,0) 一 2a(0,0)， 

pi(0,0) 一 p(0,0), 

q:(0,0) = 9,(0,0), 
但 在 (0,0) 的 一 个 邻 域内 ,2 关 z;，。 这样， 
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尺 一 加 2 
所 确定 的 曲 兽 和 *y 平面 有 非 半 正 常 的 切 触 . 
我 们 将 在 Z 是 解析 函数 的 假设 下 证 明 这 个 定理 .例如 ,车 9 是 - 
解析 的 而 Z 是 至 少 三 次 可 微 的 ， 则 根据 贝 恩施 泰 因 定 理 ，Z 就 是 
解析 的 . 
证 明 根据 引 理 4.4, Z 满足 一 个 齐 次 线性 椭圆 偏 微分 方程 


A; 十 BL+ PZ 一 0， 
2 访 和 之 Oxs 


在 坐标 的 一 个 齐 次 仿 射 变换 下 ， 系 数 47 的 变化 和 一 个 二 次 齐 式 
相同 ; 即 : 车 4 一 Zwwxi, 其 中 vwi 是 常数 而 且 det(zi;) 关 0, 则 


Oz 
A; - 
二 4 OxiOxj 
变 成 
一 Oz 
Ai 
> OuOGu; 
其 中 


(A1) = (0) (4A5) 04). 
由 于 其 系数 4si 的 齐 式 是 恒 正 的 ,可 以 通过 线性 变换 ,使 得 
Au(0,0) = 1, A1(0,0) = 0, 42(0;0) 一 1. 
现在 ,由 于 已 经 假定 Z 是 解析 的 , 它 可 以 用 齐 式 表示 为 展开 式 
Z = ZH YF ZH, y) + 
其 中 Z'" 关 0, 之 2。 车 把 这 式 代 和 人 上 面 变换 后 的 方程 , 容易 看 
出 , 最 低 次 的 项 是 4 一 2 次 的 ， 而 且 这 些 项 来 自 Z 品 和 2Z 几 ,由 
Au(0,0) = 4a(0:0) 一 1, 可 知 
AZ® ~ ZH -20 = 0, 
其 中 人 是 拉 普 拉 斯 (Laplace) 算 子 .但 满足 这 个 方程 的 唯一 齐 式 
是 
Zoo 一 Imfc(x 十 1y)"}. 
在 例 3.7 里 ,我 们 已 经 看 到 ,这 些 齐 式 2.” 具 有 所 需 的 性 质 。 但 在 
经 过 (0,0) 的 每 条 Z" 关 0 的 直线 上 , 总 有 含 (0,0) 在 内 的 一 节 ， 
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宇 其 中 , 儿 和 2 有 相同 符号 ， 故 2 也 有 所 需 的 性 质 . 
4.6. 系 理 ”车 满足 同一 个 绝对 李 贺 偏 微分 方程 的 两 片 曲面 有 
正 的 半 正 常 切 触 , 则 它们 在 切 触 处 的 一 个 邻 域 内 重合 . 
4.7. 一 个 特 款 ( 不 需 用 于 我 们 的 主要 定理 ) 考虑 具 相 辣 常数 
高 斯 曲率 < 的 两 片 曲面 。 它 们 满足 偏 微 分 方程 
p=rit—?—c(li+fr+ r=0. 
这 时 


Vp 一 二 


故 若 c > 0, 方 程 是 椭圆 型 的 . 

现 设 c > 0, 则 在 应 用 4.6 时 ;唯一 可 能 出 现 麻烦 的 地 方 是 ,这 
个 方程 成 为 椭圆 型 的 域 的 同性 问题 , 我 们 实际 需要 的 是 对 于 +,s， 
的 号 性 . 故我 们 所 关心 的 是 (r,s, 7) 空间 里 rt 一 ?之 0 的 那 部 
分 . 在 EB 里 ,方程 ri 一 ?一 0 的 轨迹 是 个 锥 面 ;因为 经 过 坐标 变 
换 7 一 专 十 9 1 一 专 一 05 一 方程 化 为 站 一 站 一 全 一 0. 若 
方程 左边 是 正 的 , 则 专 尖 0, 故 我 们 所 考虑 的 是 (n/8》 十 (5/8) 一 
1 的 域 。 这 是 锥 面 的 内 部 。 因 此 , 所 孝 虑 的 是 两 个 山 域 的 并 集 . 

在 其 中 一 个 凸 集 里 ,r+ > 0, :> 0; 在 另 一 个 里 , r+ < 0, !< 
0. 故 若 m 和 2 是 玉 一 < 的 解 ,而 六 和 六 有 相同 符号 , 则 2 一 sa 
满足 一 个 齐 次 线性 偏 微分 方程 . 

因此 , 若 具 有 相同 正常 数 高 斯 曲率 的 两 片 曲面 有 切 触 , 而 且 在 
切面 的 同一 侧 , 则 它们 重合 . 


5 主要 定理 


5.1. 引 理 设 3 为 具 常 数 中 曲率 的 C: 类 简单 闭 曲 面 。 若 把 
非 例外 方向 的 集合 看 作 么 球面 乙 的 点 集 , 则 这 集合 有 内 点 

证 明 由 于 HH 一 c 是 解析 方程 , 根据 贝 恩施 泰 因 定 理 ，5S 是 
解析 曲面 ， 由 此 可 以 证 明 ， 一切 非 例 外 方向 所 构成 的 集合 是 整个 
乙 , 或 者 至 多 除去 之 上 一 条 解析 曲线 . 

1) S$ 上 没有 平 点 。 这 是 因为 , 若 P 是 平 点 , 则 心 (p) 一 (Pp) 
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一 0, 因而 所 (p) 十 (Pp) 一 2c 一 0, 即 c 一 0。. 但 这 样 , 则 下 一 
一 所; 而 天 一 一 如 总 是 非 正 的 ,与 第 二 章 , 4.2 矛盾 . i 

2) 抛物 点 集合 是 一 0 所 确定 的 解析 曲线 ;在 它 上 面 每 点 
总 有 栓 好 一 个 双重 渐 近 方向 。 显 然 这 些 方向 对 应 于 代表 一 切 方向 
的 球面 对 上 -条 解析 曲线 . 

5.2. 定理 一 个 具 常 数 中 曲率 的 C; 类 简单 闭 曲面 是 球面 . 

证 明 若 4 是 非 例 外 方向 , 则 根据 定理 3.8, 就 有 一 个 具 如 下 
性 质 的 平面 P: 车 5S' 是 $ 对 于 P 的 反射 象 , 则 $ 和 5 有 正 的 半 正 
常 切 触 。 由 于 五 一 c 是 绝对 椭圆 方程 ( 见 4.2), 8 和 在 切 触 点 
一 个 邻 域 内 重合 。 但 若 两 个 解析 曲面 在 一 个 邻 域内 重合 , 它们 就 
完全 重合 : 8 一 5。 故 非 例 外 方向 对 应 于 对 称 平面 的 方向 . 因此 ， 
根据 引 理 5.1， 对 称 平面 方向 的 集合 有 非 空 内 部 。 于 是 根据 引 理 
2.2, 3 是 球面 ， 


6 推广 一 简单 闭 魏 因 加 尔 吞 曲面 


6.1. 引 理 设 3 为 闭 到 曲面 ， 其 魏 因 加 尔 吞 关系 U(K, H) 
一 0 对 应 于 一 个 偏 微分 方程 p 一 0， 而 对 于 S, p ~ 0 是 椭圆 型 
的 ,这 时 , S$ 上 没有 平 点 . 

证 明 在 第 五 章 ,2.4 中 ,我 们 看 到 ， 
Ww 曲面 的 微分 方程 为 萌 贺 型 的 充 要 条 件 
是 9Le 天 0。 现在 ,一 个 平 点 对 应 于 曲率 


1 


Kk2 


局 图 的 原点 。 但 若 5 < 0， 这 样 点 的 丰 


， 在 就 表明 整个 曲率 图 在 第 四 象限 ， 而 这 
又 表明 K 一 太 和 委 0, 和 第 二 章 ,4.2 矛盾 。 
6.2. 定理 设 $S 为 C0 类 简单 闭 W 曲 面 ， 其 WW 关系 U(K, H) 
一 0 对 应 于 一 个 解析 绝对 椭圆 偏 微分 方程 p 一 0,， 则 5 是 球面 。 
证 明和 第 5 节 完 全 相同 . 
6.3. 可 能 的 推广 ”定理 6.2 的 证 明 既 依赖 于 ?的 解析 性 , 又 


“162。， 


依 束 于 TP 的 绝对 椭圆 性 . 在 定理 4.5 中 , 9 的 解析 性 的 假设 可 以 完 
金 省 掉 。 实 际 上 只 须 假 定 9? 是 C? 类 的 ， 其 中 细节 见 下 .opf 的 
两 篇 文章 ， 一 篇 1927 年 发 表 在 Proceeding of the Academy in 
Berlin ,一 篇 1952 年 发 表 在 Proceedings of the A. M. $.. 在 5.1 和 
5.2 里 ,我们 也 用 到 了 解析 性 ,但 看 来 这 非常 丁 能 也 是 容易 避免 的 . 

6.4. 关于 可 能 推广 的 附 记 “9? 也 不 需要 是 绝对 椭圆 的 ， 这 是 
内 为， 假定 9 只 对 3 是 椭圆 的 , 则 s 满足 另 一 个 绝对 椭圆 的 方程 。 
理由 如 下 。 由 于 9 对 是 梢 圆 的 ，$ 的 昌 率 图 是 一 个 单调 减 函数 
的 曲线 . 用 一 条 C” 类 曲线 在 两 头 延长 : 一 头 延长 到 直线 所 一心， 


< 


在 那里 ， 一 一 1; 另 一 头 延长 到 一 切 >>0 的 名 值 ; 并 且 使 延长 


后 所 得 曲线 代表 单调 减 函 数 .直线 名 十 名 二 常数 和 名 一 锯 二 常 
数 确定 一 个 新 坐标 系 。 在 这 个 坐标 系 里 , 那 条 曲线 的 方程 显然 可 
以 写成 . 
kt k= fh — ka), 
或 者 
H= fF — K), 

其 中 函数 f 对 于 它 的 变 元 的 非 负 值 都 是 确定 的 . 

现在 考虑 魏 因 机 尔 吞 关系 

U*(K, HH— mK)— 0. 

它 所 对 应 的 方程 p* 二 0 在 如 == 名 的 下 半 闭 平面 里 是 绝对 椭圆 
的 ,和 而且 5 显然 满足 它 . 

车 把 所 有 细节 都 作出 来 ， 我 们 很 可 能 获得 以 下 事实 的 一 个 证 
了 明 : 阿 列 桑 德 洛 夫 定理 6.2 对 于 满足 魏 因 加 尔 知 关系 U(K,H) 二 0， 
其 中 品 可 微 而 且 Uh,Uh > 0 的 一 切 C? 类 简单 闭 曲 面 成 立 ， 
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第 八 章 


关于 卵 形 面 的 全 等 定理 


1 等 距 曲 面 的 第 二 基本 齐 式 


11. 引言 设 S 和 5S* 是 两 个 等 距 曲 面 ( 见 第 一 章 , 2.6)。 设 
为 S 和 5S* 之 疗 的 等 距 对 应 (或 等 距 映 射 ), 而 且 在 参数 系 (w,v) 
下 , 尖 (w, vz) 和 六 *(w, vz) 是 映射 4 下 的 对 应 点 。 这 样 ,S 和 5* 就 
有 相同 的 第 一 基本 齐 式 ; 即 
1) (E, F,G) = (E*, F*, G*). 
我 们 要 证 明 , 若 5 和 5S* 是 等 距 卵 形 面 , 则 5 和 5* 全 等 。 实 际 上 ， 
我 们 将 证 明 , 若 4 是 等 距 映 射 , 则 % 是 (正常 或 反常 ) 欧 氏 运 动 、 由 
下 面 的 定理 1.2 可 知 , 只 须 证 明 S 和 5S* 有 相同 的 第 二 基本 齐 式 。 
设 $ 和 5s* 是 等 距 曲 面 , 它们 有 共同 的 参数 曲面 5, 《对 于 卵 形 
面 ,可 以 假定 5, 是 球面 )。 这样 ,就 可 以 把 
人 + 2Mdudv + Ndr = 0, 
L*adw 十 2M*adudv 十 N*dr* = 0 
看 作 间 一 个 曲面 % 上 的 齐 式 . 
在 K 之 0 的 款 、 这 两 个 齐 式 都 是 恒定 的 ; 我 们 可 以 假定 它们 
是 恒 正 的 ,因为 通过 一 个 反射 , 恒 负 可 以 化 为 恒 正 。 于 是 我 们 要 证 
明 的 是 : 若 s 和 5* 是 等 距 曲 面 , 则 


2) 


3) (L, M,N)= (L*, M*, N*), 
或 者 ,与 此 等 价 , 若 
1—L*—L,x—= M*+—M,»—N*—N, 
则 在 % 上， 
3 ) (4, 14, ») 一 (0.0,0)。 


由 于 S 和 5* 等 距 , K 一 K*, 故 
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LN 一 MI ZN M* 
EG 四 F’ 及 *G* F*2 . 


因而 根据 1)， 
4) LN— M’= LAN* — M*., 

1.2. 定理 设 S 和 3* 为 两 个 曲面 ， 在 它们 之 间 有 着 1 一 1 对 
应 关系 , 而 且 在 这 个 对 应 下 , 它们 有 相同 的 第 一 和 第 二 基本 齐 式 ， 
则 ss 和 S* 全 等 。 

证 明 在 第 一 章 ,9.1 中 ,我 们 曾经 指出 ,这 定理 在 局 部 是 正确 
的 ;这 就 是 , 若 a 和 a* 是 5 和 5S* 上 的 对 应 点 , 则 有 邻 域 4 和 4*， 
它们 经 过 一 个 欧 氏 运动 M。 可 以 重合 。 我 们 要 证 明 , 若 b 和 pb 是 
任意 另 一 对 对 应 点 , 则 Mb 一 M.. 

现在 ，a 和 b 可 以 用 一 系列 的 有 限 多 个 具有 上 述 性 质 的 邻 域 
衔接 起 来 , 故我 们 只 须 考 虑 有 非 空 交集 C 的 邻 域 4 和 了 3。 但 在 C 
上 , Ms, 和 M 都 确定 于 同一 个 等 距 对 应 4， 因 而 它们 在 C 上 完全 
相同 .由 于 M。 和 Mb 在 曲面 一 个 开 集 上 一 致 , 故 M, 一 Mb. 

1.3. 定理 设 

Law + 2M dudv + Nadv’, 
L*agw 十 2M*audv + N*dr 
是 两 个 恒 正二 次 齐 式 , 而 且 LN 一 M? 一 L*N* 一 Mi。 令 1 一 
了 * 一 了 工 ,一 Mr 一 My 一 N* 一 N, 则 齐 式 
rdw 十 2pdCauizy + vav 
或 者 非 恒定 或 者 恒 等 于 零 ; 即 2y 一 忆 委 0, 而 且 等 号 成 立 的 充 要 
条 件 是 1 一 上 “一 2 一 0. 

证 明 ”经 过 一 个 坐标 变换 ， 等 式 LN 一 M2 一 工 *N* 一 M* 
仍然 成 立 。 由 于 两 个 齐 式 都 是 恒 正 的 , 可 以 把 它们 同时 化 为 标准 
式 ， 即 可 以 假定 M 一 M* 一 0， 因 而 x 一 0。 这 时 LN 一 L*N”， 
其 中 四 个 函数 都 是 正 的 。 现 在 , 或 者 L* 一 工 , 或 者 L* 关上 车 
L* 兴工 ,可 以 假定 L* 之 工 ,因而 N* 一 N。 但 这 有 时 1>>0,> 一 0， 
即 齐 式 是 非 恒 定 的 . 

注 记 因此 ,要 证 明 我 们 的 主要 定理 ,只 须 证 明 12 一 天 一 0， 
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1.4. 定理 ”函数 1、p, > 满足 
一 27 十 pe — Ni— 2ME+ Ly, 


证 明 
L*M* 工 M 
M*N* MNI 
其 中 L* 一 工 十 4, M* 一 MM 十 pp,N* 一 NN 十 v, 疏 
L M A 芒 " LM 
+ (Ly»— 2MpEp+ Ni) = ， 
MN KE yy» MN 


因而 一 村 十 一 N14 一 2Mp 车 Ly, 
系 理 ” 若 >> 0, 则 存在 着 正定 齐 式 (LL, M , N) ,满足 
—ivy+p= Ni—2Ma+ Ly. 
1.5. 定义 ”用 J(f, 8g, 4) 表示 连续 函数 环 中 , 连续 函数 f, g， 
4 生成 的 理想 子 环 ; 即 一 切 连续 函数 


lf 十 28 十 cp 
的 集合 ,其 中 a,5, < 是 连续 函数 ， 
我 们 考察 一 些 一 0 (mod7) 的 函数 。 


1.6. 定理 
和 一 和 mr 一 0 mod1(， py)， 
pr 一 2 一 0 modj(%, 4,»), 
《满足 这 组 方程 的 孙 数 蚂 做 伪 科 达 齐 了 萎 数 。) 
证 明 对 于 工 , M, N, 科 达 齐 方程 是 
7 一 M 一 aa 也 十 ca 十 avV， 
Mo 一 No bl+ bM TAN， 
其 中 w 61:，i 一 1,2,3 都 被 第 一 基本 齐 式 完全 确定 . 故 L*,M*， 
N+* 满足 相 疝 的 方程 。 把 两 组 方程 逐 对 根 减 ,就 得 
4 一 pr 一 0 十 0 十 03D， 
pr 一 Dr 一 Di 二 00 十 DoD。 
注 记 只 有 在 2，w, > 的 公共 零点 。 这 个 定理 才 是 非 平凡 的 。 
因为 ,假定 4 关 0, 则 
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iy 一 pr 一 010， 
pv — pu = 6A, 


其 中 


d= 


hy Hu Hv Dp, 
p= -和 
4 


但 这 个 定理 显示 ,例如 在 2,，w, > 的 公共 零点 ， 
4 一 pv 一 0， 


pr 一 2x 一 0. 


2.。 曲线 网 及 其 奇 点 


2.1. 一 点 讨论 设 Adw? 十 2Bdudv 十 Cdvr 为 满足 4C 一 
下 < 0 的 二 次 齐 式 , 则 在 局 部 ， 它 确定 两 族 曲 线 , 而 这 两 族 构成 
网 ， 

于 是 就 有 一 个 问题 : 假定 在 曲面 的 一 个 域内 , 在 每 一 点 的 一 
个 领域 里 有 这 样 一 个 局 部 网 ,这 是 否 表明 ,在 整个 域 里 就 有 可 以 互 
相 区 别 的 两 族 曲 线 并 构成 一 个 网 ? 附 图 * 表明 , 这 一 般 地 不 正确 . 
图 中 曲线 有 这 样 的 性 质 ， 若 对 粗 三 角形 上 一 点 , 指定 某 个 曲线 族 


所 确定 的 线 素 ,又 沿 三 角形 把 这 个 线 素 延 拓 , 则 回 到 出 发 点 时 , 就 
将 得 到 属于 另 一 族 曲 线 的 线 素 。 所 以 这 组 曲线 不 能 分 解 为 两 族 曲 
线 、 我 们 将 证 实 ,在 我 们 所 考 察 的 情形 中 ,这 种 情况 不 会 出 现 . 


1) 三 角形 “中 心 ”不 属于 所 取 的 域 ， 一 一 译 者 注 
"，167。 


2.2. 定理 设 4dwr 十 2Badudv 十 Cao 是 在 一 个 球面 上 的 二 
次 齐 式 ， 其 中 或 者 4C 一 了 一 0 或 者 4 一 B 一 C 一 0. 设 G 
为 一 个 不 出 现 4 = 8 一 C= 0 的 域 , 则 方程 
: Adw + 2Badudv + Cd = 0 
在 G 内 恰好 确定 两 族 曲 线 ， 

证 明 由 于 所 考察 的 是 球面 ， 而 去 掉 球 面 一 点 (点 00) 不 影响 
我 们 的 考察 ,在 证 明 中 ,可 以 始终 采用 同一 个 坐标 系 。 用 4 乘 上 述 
方程 ,就 可 以 把 它 写成 

(Adu + Badv} + (AC— Bdv = 0. 

设 一 产 一 40 一 及 ,其 中 忆 >0, 则 这 方程 可 以 分 解 为 二 . 

ID) Adut+ (B+D)dy=0, HH) Adu+(B— Dds=0. 
它们 确定 两 族 曲 线 , 除 非 其 中 一 个 便 等 于 零 。 例 如 若 4 一 0, 3 二 
0 时 ,就 得 D = 一 8 ,因而 方程 D) 就 变 成 恒等式 。 

另 一 方面 , 若 当初 用 C 乘 原来 方程 , 则 分 解 后 所 得 是 等 价 方程 

I) (B 一 D)au +cdo 一 0, 1) (B+ D)an + Cds = 0. 

所 以 我 们 得 到 两 族 完全 确定 的 曲线 ,其 方程 为 

1) Adu +t (B+ D)dv = 0, 1) Ads+ (B— D)dv 一 0， 

(B—D)dutt Cav = 0; (B+ D)aut+ Cdv = 0, 
练习 ”对 于 任意 可 定向 曲面 ,证 明 上 述 定理 成 立 . 
2.3. 定理 ”采用 定理 2.2 的 记号 ?, 设 P 为 
Adw + 2Badudv + Cd = 0 

的 一 个 孤立 奇 点 , 有, 三 依次 为 P 对 于 曲线 族 I 开 的 指数 , 则 六 一 
7 一 1, 其 中 


。 1 1 。 
一 一 一 一 8 A—iB 
1 2 六 clarg( )1. 


证 明 由 于 两 族 曲 线 在 每 点 有 不 同 的 曲线 ,而 且 它 们 之 闻 的 
戎 总 不 是 二 的 整数 倍 ,显然 一 令 了 一 六 
现 芳 虑 一 族 的 曲线 网 


1) 以 及 假 没 ， 一 一 译 省 注 
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Adw + 2Bdudv TT [(1 — NC—iAld = 0, 0<1E1l., 
其 判别 式 是 


(1—i)AC— (lB /A —1B’ 
= (li)(A4C—B)— (A+ B’)<0, 
0 三 1 和 1., 
故 根据 定理 2.2, 对 于 每 个 :, 有 一 个 曲线 网 ,它们 都 有 同一 个 孤立 
奇 点 p。 记 以 , 对 于 每 个 1, 指数 : 是 完全 确定 的 , 而 由 连续 性 ,可 
知 /一 7j0 委 上: 私 1. 令 1 一 1, 得 曲线 现 
Adw + 2Badudv — Adv’ = 0, 
即 
A(ladw — dr) + 2Badudv 一 0. 
选取 其 中 一 族 曲 线 , 并 设 7 为 这 族 曲 线 和 w 线 方向 所 作 的 角 ?, 则 
du:dv 一 cosTt: sin7, 
因而 
Acos27 + B sin27 =— 0, 
现在 , 若 4 一 B 一 0, 则 4C 一 B? 一 0, 因而 根据 定理 2.2， 
C 一 0, 这 不 合 假 设 . 故 4 一 iB 关 0, 设 一 arg(4 一 i8), 则 
上 面 方程 可 以 写成 


cosawcos2r 一 singsin27 一 0, 或 cos(ac 十 2r) 一 0。 


帮工 一 一 也 十 常数 , 因而 5c(7) 一 了 sc(o)， 十 是 
j= 一 到 这 sc[arg(4 一 iB)]. 


3. 主要 定理 


3.1. 引言 ”我 们 将 给 出 主要 定理 的 两 个 证 明 。 第 一 个 是 1927 
年 Cohn-Vossen 所 给 出 ,后 来 为 Shitomirsky 简化 了 的 . 在 这 个 证 
明 中 , 假定 曲面 是 解析 的 , 然后 证 明 : 若 (1，2“， >) 确定 球面 上 满 


1) 把 ra ”看 作 普 通 复数 平面 上 的 坐标 , z 是 该 平面 上 的 第 ，- 一 译 者 注 
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足 1.3,1.4,1.6 的 一 个 二 次 齐 式 , 则 该 齐 式 恒 等 于 零 。 由 于 微分 方 
程 理 论 的 新 近 发 展 ,解析 性 的 假设 可 以 省 掉 ， 
第 二 个 证 明 是 1943 年 Herglotz 给 出 的 ， 它 适用 于 C? 类 曲 
面 。 在 这 里 ,我们 利用 1.3 的 注 所 指出 的 事实 , 即 只 须 证 明 242 一 py 
一 0。 我 们 将 证 明 
| | (1» — po)PdA 一 0， 


其 中 了 是 一 个 严格 正 函数 .由 此 , 又 由 2 一 妈 委 0, 即 得 22 一 
p= 0., | 
3.2. 引 理 设 Xdw? 十 2pdudv 十 vdv? 为 1.1 所 确定 的 齐 式 ， 
并 假定 它 满足 定理 1.3,1.4,1.6 的 结论 , 即 : 
1) 12 一 所 和 0, 而 若 12 一 一 0, 则 4 一 py 一 v= 10; 
2) 存在 着 恒 正二 次 齐 式 ( 工 , M , N), 它 满足 
—Avy+pw=Ni— 2Mut+ Ly; 
3) tka=) modj(4, pg,»), 
br— pa=0 modj(1, 4,»). 
设 ?为 曲线 
hdw 十 2pdudv + vd 一 0 
的 奇 点 , 若 2, pw, > 是 解析 而 不 恒 等 于 零 的 , 则 是 孤立 奇 点 , 而 
且 它 的 指数 i 是 负 的 . 
证 明 通过 参数 变换 ,可 以 假定 ,在 ?点 ， 
(L, M,N)=(1,0,1)., 
设 在 P 邻近, 4, pw, > 的 泰勒 展 升 式 是 
1 一 1 十 
下 一 十 
2 一 2 十 
其 中 1 ,pm ， ze 中 至 少 有 一 个 不 是 零 ,而 由 于 P 是 奇 点 , 2 二 0， 
根据 条 件 2)， 
一 1 十 1 妇 一 NM 一 2MAU 十 工 >。 
左边 的 次 至 多 是 2 ,至 于 右边 , 由 于 在 点， M 一 0, 荆 一 N 一 1， 
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M 4 的 第 一 项 的 次 大 于 ”, N4 和 Ly 的 第 一 项 是 2 和 xx” , 故 
1) 2 十 2 一 0. 
现在 ,根据 条 件 3)， 
lo 一 pr 一 04 十 ap 十 dy 
Lo — Du = bh + bp +t bave 
右边 没有 2 一 1 次 的 项 , 故 


2) 46) ~ pl -一 0， 
3) po 一 20 一 0。 
但 由 1) 和 3), 得 

3") 1 + pe” = 0., 


方程 2) 和 3 ) 是 关于 42 一 :pt 的 柯 西 - 黎 曼 方程 ， 故 若 令 o 一 
十 2v, 则 

Nip = ew”, 
令 p 一 4 一 ip, 则 

p= cw T°, 
于 是 根据 第 六 章 ,3.4 的 论点 ， 
gc(argp) = 6c(argcw’) 一 22m。 

因此 ,根据 定理 2.3， 


. 1 1 。 7 
一 一 二 一 clarg(4 一 : 一 一 一 之 0, 
i 2 7 clarg( £)] 2 


3.3. 定理 ”两 个 等 距 卵 形 面 全 等 . 

第 一 证 明 设 dw 十 2pdudv 十 vdv? 为 1.1 所 确定 的 齐 式 ， 
则 它 可 以 看 作 球面 上 的 齐 式 , 并 满足 引 理 3.2 的 性 质 1) ,2),3). 故 
根据 该 引 理 和 庞 加 菜 定 理 , 完 全 像 第 六 章 3.3,3.4,2.3,2.4 那样 ,可 
得 1=-rm 一 2 一 0. 

问题 ”在 球面 上 有 没有 张 量 (4, pg,»v) 关 (0,0,0). 它 满足 引 
理 3.2 的 性 质 1) 和 3) 而 不 满足 性 质 2)? 

3.4.。 定义 设 g€ FE:, 而 p(x) 为 由 4 到 曲面 S$ 在 x 的 切面 
距离 。 假 定 B; 里 的 坐标 系 原点 在 g。 车 兰 为 5 的 径 拓 ， 和 为 内 
法 矢 , 则 p 一 |XNI。 车 5 是 卵 形 面 而 9 在 S$ 内部, 则 
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b -XN 
有 严格 正 值 , 称 为 5 相对 于 q 的 (支撑 函数 ， 
3.5. 第 二 证 明 可 以 假定 s 和 5* 内 部 的 交集 是 非 空 的 . 设 9 
为 这 个 交集 的 一 点 ,和 六 依次 为 S 和 5* 的 撑 函 数 ， 现 在 , EG 
一 严 > 0, 而 刀 二 上 是 纯 量 函数 ， 我 们 将 证 明 


EG—F’ 
ivy— pe 
1 i + p*)ad = 0, 
) Be CP +t p*) 


So 


由 于 2 十 p* > 0, 又 我 们 知道 或 者 212 一 p< 二 0 或 者 + 一 pw 一» 
一 0, 这 就 证 明了 定理 . 
但 事实 上 ,我们 将 证 明 , 对 于 每 一 对 等 距 闭 曲面 , 即使 它们 不 
是 卵 形 面 ,1) 式 都 成 立 。 理由 如 下 。 
ww 1 IL*—L MY 一 M 
EG—F’ EG— FIM* MN*AN 
其 中 天 是 3 和 5* 的 共同 高 斯 曲率 ,而 
LN*— 2MM* + NL* 


一 ZK — 2K’, 


2K’ 一 
EG— F’ 
故 1) 等 价 于 
1) (| gx) ro)d4 0. 
现在 ,这 里 面 的 被 积 函数 可 以 写成 


(K—K')(p+p*)~= (Kp—H) 
+ (Kp* — H*)— (Kp — H*)— (Kp* — HH), 
我 们 只 须 证 明 
2) 人 (KE 一 H*)dA = 0; 


So 


因为 , 若 2) 成 立 , 则 由 对 称 ,或 令 曲 面 s 和 5* 重合 ,就 可 以 推 知 其 
余 积分 也 是 零 。 公 式 2) 和 关于 卵 形 面 的 Minkowski 著名 公式 


3) 人 (Kp— H)dA = 0 


Se 
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很 相似 ， 公式 3) 可 以 利用 施 托 克 斯 〈Stokes) 公式 推 得 ; 因为 可 
以 证 明 , 若 为 一 个 曲面 5$ 上 的 域 ,其 边界 是 B, 则 
4) 2 人 (Kp — H)dA = 中 (X N, aN). 


由 于 中 (XN, 2N) 与 坐标 系 无 关 。 改 在 一 个 闭 曲面 上 取 积 分 


时 , 它 就 自 相 抵消 , 故 由 (4) 即 可 推 得 3). 
在 4) 里 , Vi 一 一 1 35 ( 见 第 一 章 ,8.2), 故 LN 一 一 !Xidu'. 
公式 2) 可 以 由 类 似 4) 的 关系 


5) 一 ? 人 (Kp— HAA = (X, N, T) 


推 得 , 其 中 了 一 一 /WXidw。 容易 看 出 ,中 ，(X,N,T) 也 和 此 


标 系 无 关 , 因 而 2) 成 立 。 
练习 ”利用 外 微分 法 证 明 公式 4) 和 5) , 即 证 明 
d(¥, N, 4aN) 一 一 20K — H)adA, 
d(¥, N,T) = —2(K’p — H*)aA. 
证 明 第 一 式 是 容易 的 , 因为 44 丸 一 6. 关于 第 二 式 , 4T 一 0 不 成 
立 , 但 仍 有 ar XV 一 0, 一 1,2, 这 有 助 于 推 得 公式 .在 4 
Xi 里 ,可 以 根据 曲面 闻 的 等 距 性 用 关 * 代替 发 ,因此 ，4T .A 一 
(ddaN*). Xx* = 0. 
3.6. 推广 ” 若 不 把 曲面 限于 孵 形 面 ,定理 肯定 不 成 立 . 附 图表 
示 两 个 C” 类 回转 曲面 , 它们 显然 等 距 而 不 全 等 . E. Rembs (Math. 
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Zeitsvhrnifi，Vol. 56(1952) p，274) 举 了 些 解 析 曲 面 的 例 , 它们 是 
等 距 的 ,但 它们 的 等 距 对 应 却 不 是 全 等 对 应 . 

不 过 阿 列 桑 德 洛 夫 证 明了 (用 俄 文 发 表 )，、 若 Ss 和 5* 是 简单 
解析 闭 曲面 ( 专 格 任意 ) ,而 且 


| KdA 一 4r， 

则 全 等 定理 成 立 。 圆 环 面 就 属于 这 种 情况 。 

我 们 的 定理 可 以 改 述 如 下 : 已 给 一 个 具 黎 晕 度 量 gj 而 K > 
0 的 抽象 闭 曲面 %， 则 在 好 里 至 多 有 一 个 具 这 个 度量 的 曲面 ( 当 
然 , 对 经 过 欧 氏 运动 可 以 互相 重合 的 曲面 不 加 区 别 ). 实事 上 可 以 
证 明 ， 这 样 的 曲面 是 唯一 的 。 五 . Weyl 1916 年 给 出 了 证 明 纲 要 ， 
但 未 完成 后 来 阿 列 桑 德 洛 夫 与 Pogorelov 给 出 了 证 明 . Nirenberg 
又 给 了 另 一 个 证 明 .。 这 些 证 明 包 含 唯一 性 证 明 ， 因 而 也 是 我 们 定 
理 的 不 同 的 证 明 。 
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第 九 章 
具 负 常数 高 斯 曲率 曲面 的 奇 点 
1 奇 点 


1.1. 引言 ”在 本 章 里 , 我 们 将 讨论 ( 开 ) 曲 面 及 其 在 EF; 里 的 巾 
入 . 开 曲 面 的 定义 和 第 二 章 定义 1.1 相同 ,只 是 需要 删 掉 其 中 条 件 
1) 里 对 $ 的 紧 性 的 规定 。 我们 将 证 明 , 一 个 具 负 常数 高 斯 曲率 的 
曲面 不 能 作为 无 奇 点 (定义 见 下 ) 的 一 般 ( 开 ) 曲 面 柑 入 E;, 这 结论 
的 第 一 个 证 明 是 希 尔 伯 特 (~1900) 对 于 解析 曲面 作出 的 。 我 们 
的 证 明 适 用 于 C? 类 曲面 , 而 定理 则 对 于 C? 类 曲面 也 成 立 。 但 是 
Kuiper 给 出 了 双 曲 平面 在 好 内 的 一 个 无 奇 点 的 C: 类 等 距 嵌 人 ， 
细节 见于 N. H. Kuiper, On C!-~isometric Imbeddings 1, II Inda- 
gations Mathematicae, Vol. 17 (1955), pp. 545 一 556, pp. 683 一 689. 

1.2. 双 曲 平面 ”考虑 wv 平面 的 
上 半 平 面 ( 即 " > 0), 其 度量 是 


。 
vi 


dr = 


这 样 的 曲面 叫做 双 曲 平面 。 容易 证 

明 ， 这 个 曲面 的 短程 线 是 竹 直 于 zx 

轴 的 半 线 和 中 心 在 zx 轴 的 半圆. 

第 一 基本 齐 式 可 以 写成 
如 一 (各) + 二 
令 了 一 logv, 则 
dp 一 47 十 cd 一 4 十 Pd2， 

其 中 8 一 5 故 根据 第 一 章 ,6.3， 
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所 以 双 曲 平面 是 高 斯 曲率 等 于 一 1 的 曲面 。 


回转 曲面 。 在 这 些 曲 面 的 奇 点 曲线 上 ,一 个 主 曲 率 变 得 无 限 大 ,但 


1.4. 讨论 一 个 主要 的 问题 是 对 奇 点 下 个 满意 的 定义 。 我 们 
要 讨论 的 是 ， 一 个 抽象 曲面 5, 到 E? 的 媒人 中 所 产生 的 奇 点 。 因 
此 ,我 们 所 考虑 的 不 是 抽象 曲面 上 可 能 出 现 的 “ 奇 点 ”( 例 如 度量 的 
奇 点 之 类 ). 所 以 ,我 们 将 假定 抽象 曲面 的 点 都 是 正则 的 .为 了 给 奇 
点 下 定义 ,我们 第 一 个 尝试 可 能 是 规定 :对 于 里 的 一 点 p, P&S 
而 P&S(S 的 闭 包 ), 则 ?为 3 的 奇 点 . 可 是 ,只 要 求 有 一 个 收敛 于 
.了 的 序列 (pa:ps&€ 5) 是 不 够 的 . 例如 孝 虑 一 个 类 似 螺 形 那样 绕 P 
点 无 限 次 的 府 带 4 如 图 (a) , 则 显然 有 一 个 序列 pk 4 而 收 钱 于 Pp， 


但 我 们 不 愿意 把 P 看 作 4 的 奇 点 。 我 们 也 可 能 要 求 , 确实 有 一 条 
有 限 长 的 昌 线 收敛 于 一 个 奇 点 .但 如 图 (b) 所 示 ， 这 也 不 是 一 个 
满意 的 定义 ;因为 该 奇 点 又 和 一 个 正则 点 重合 。 

下 面 的 定义 已 证 实 是 满意 的 ， 


，176。， 


1.5. 定义 ” 若 曲 面 5 上 每 一 条 有 限 长 的 半 开 曲线 (其 参数 : 
满足 0 委 : 过 1) 有 一 个 终点 (在 :一 1) 在 % 上 ， 则 S( 相 对 于 -一 
个 黎 曼 几何 ) 是 完备 的 . 

着 % 是 完备 的 , 则 我 们 说 , % 在 EE 的 嵌入 无 奇 点 。 

奇 点 定义 如 下 。 

假定 Co(Co),0 委 : 一 1, 是 % 上 一 条 有 限 长 的 发 散曲 线 ( 我 们 
通常 总 是 采用 嵌入 E; 时 在 % 上 的 诱导 度量 ); 即 站 一 工时 ,Co(zo) 
在 % 上 没有 极限 点 . 设 C(e) 是 当 5 等 距 地 内 人 BE; 时 , Co 的 象 ， 
则 C 是 吾 里 的 有 限 长 曲线 ,因而 收敛 于 一 点 PE BB。 这 时 ,我 们 
说 ,5 在 里 的 象 有 一 个 奇 点 在 p. ( 象 1.4 的 (b) 那样 , % 可 能 
在 P 也 有 一 个 正则 点 。) 

1.6. 进一步 的 讨论 ”我们 定义 的 一 个 直接 结论 是 ,车 5。 上 每 
一 条 发 散曲 线 都 无 限 长 , 而 9% 等 距 地 嵌入 E;, 则 嵌入 的 曲面 没有 
奇 点 。 容易 看 出 , 双 曲 平面 上 每 条 发 散曲 线 都 有 无 限 长 。 故 若 双 
曲 平 面 可 以 等 距 嵌入 丈 , 则 艇 人 的 象 将 没有 奇 点 。 但 本 章 的 主要 
定理 告诉 我 们 ， 一 个 具 负 常数 高 斯 曲率 的 曲面 的 任意 嵌 人 的 象 必 
有 奇 点 。 所 以 双 曲 平面 在 EB! 里 没有 等 距 幅 入. 

我 们 的 定义 包括 某 些 多 少 是 平凡 的 奇 点 ， 而 这 种 奇 点 对 我 们 
的 讨论 实际 意义 不 大 。 例如， 假定 5, 是 % 的 一 个 开 的 真子 集 , 则 
$56 相对 于 % 有 边界 点 。 显然, 这 些 边界 点 在 8 的 等 距 散 人 中 是 奇 
点 , 而 在 5, 的 嵌入 中 则 不 是 。 这 种 可 以 通过 原 曲 面 的 延 拓 加 以 消 
除 的 奇 点 叫做 寻常 奇 点 (或 可 去 奇 点 )。 我们 将 总 假定 这 样 的 延 拓 
已 经 完成 ,因为 我 们 所 需 注意 的 是 “实质 ”的 ,不 能 消除 的 奇 点 .利用 
Zorn 引 理 可 以 证 明 , 任意 曲面 都 可 以 按 这 个 意义 延 拓 到 不 能 再 延 
拓 的 地 步 。 


2 切 比 雪 夫 网 


2.1. 定义 ” 设 R 为 一 片 曲 面 ， 其 土 有 不 同 的 两 族 曲 线 所 构成 

的 网 .我们 可 以 沿 这 些 曲线 引进 参数 ws,z， 使 得 它们 可 以 称 为 x 线 

和 >” 线 。 选取 尺 的 一 个 正 向 ,并 令 o@ 为 由 * 线 到 > 线 的 正 角 。 我 
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们 总 假定 ,在 选取 ww 线 和 vw 线 时 ,使 0 二 w 二 x。 

车 以 * 线 和 v 线 为 边 的 每 个 四 边 
形 对 边 长 度 相等 ， 则 曲线 网 称 为 切 比 
雪夫 (Tschebyscheff ) 网 ， 

在 切 比 雪夫 网 中 ， 可 以 引进 参数 
“ws 2， 使 它们 依次 是 * 线 和 vw 线 的 弧 
长 。 在 这 样 的 坐标 系 里 , 第 一 基本 齐 
式 化 为 
dr = di2 十 2Fdudy + dv, 
其 中 下 一 cosw。 倒转 来 ,在 这 样 的 第 一 基本 齐 式 下 ,曲线 x 一 常 
数 和 。 一 常数 显然 构成 切 比 雪 夫 殉 ， 这 种 坐标 系 叫做 切 比 雪 夫 举 
标 系 。 

2.2. 引 理 ”在 切 比 雪 夫 坐 标 系 下 , 高 斯 胜率 天 可 以 用 


muy 一 一 开 sin mw 


确定 ， 
证 明 在 这 样 的 坐标 系 下 ， 
EG 一 Fa 一 sin2o。 
令 太一 VEG 一 天, 则 根据 奇妙 定理 ， 
A 
故 wr = 一 K sin w., 
2.3. 引 理 ”车 Ro 为 像 2.1 中 所 说 的 四 边 形 , 则 
必 Kdd| < 2r。 


证 明 设 Rs 的 边 是 ”> 线 和 2# 线 , 则 因 
dA = sin wdudv, 
KdAd 一 一 wwdudv, 改 根 据 施 托 克 斯 定理 ， 


| Kdd =— 人 wusdudy 一 一 wudy, 


其 中 线 积分 是 沿 Ro 的 边界 正 向 取 的 ,于 是 ,采用 图 中 的 记号 ， 


» 178+. 


和 KadA=— | cvGC2 十 ° woedr 
一 [一 7 十 (= 一 8 十 [rc 一 8) 一 o] 
一 2r 一 (cc 十 二 Y 十 5)。 


由 于 0<<c， 8, 7Y， 9 一 ,积分 值 介 平 一 2x 和 2z 之 则 。 


注 记 上面 引 理 只 用 到 黎 曼 几何 的 概念 而 与 曲面 到 E’ 的 赂 
人 性 质 无 关 。 但 下 面 的 定理 则 不 然 。 

2.4. 定理 ” 设 R 为 所 里 一 个 曲面 上 的 域 ,而 在 R 上 ,K 一 一 1， 
则 上 的 渐 近 曲线 构成 切 比 雪夫 网 。 

证 明 若 玉 一 0, 则 渐 近 曲线 是 
1) Lamw + 2Mdudv + Nd 一 0 
的 解 。 若 以 渐 近 曲线 为 * 线 和 w 线 , 则 dx 一 0 和 dv 一 0 是 1) 的 
解 ; 故 工 一 入 一 0。 在 这 样 的 坐标 系 里 , 科 达 琳 方 程 化 为 
2) Ms,= AM, M,= BM, 
其 中 (例如 参考 Blaschke (第 三 版 ) p. 117， 公式 139) 


1 
(EG—F), + FE,— EG 


3 


A= 
EG—F? 


1 
(EG— F),+ FG,— GE, 
EG—F? 


方程 2) 可 以 写成 
2) (M’), = 24M’, (M’), 一 2BM’,. 
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但 若 天 一 一 1. 则 
_—M - 
EG—F’ 
或 M? 一 EG 一 F?, 代入 2), 就 得 
(EG — F’), = (EG— F’), + 2(FE,— EG,), 


—1, 


因而 
EG,.— FE,= 0., 
同样 ， 
一 FG, 一 GE, ~ (. 
但 EG 一 F? 关 0, 故 这 两 式 有 解 的 充 要 条 件 是 
EB, 0, G,— 0. 
于 是 
E= E(4), G = G(s). 
令 喜 ,2 为 满足 
di MVE) du, dy = VO) dy 
的 坐标 , 则 第 一 基本 齐 式 化 为 
d? = dB + 2Fdudy + dv’, 
因而 支线 和 2 线 构成 切 比 雪夫 网 . 


3. 主 要 定理 


3.1.。 在 本 节 里 ,我 们 将 证 明 ,E? 里 任意 具 负 常数 高 斯 曲率 的 
曲面 S 必 有 奇 点 . 为 此 ,我 们 必须 证 明 , 若 5, 为 5 的 参数 曲面 , 则 
S 是 不 完备 的 。 我 们 将 证 明 , 若 把 Ss 上 的 标准 切 比 雪夫 网 看 作 5。 
上 的 网 , 则 后 者 至 少 含有 一 条 有 限 长 的 发 散曲 线 , 而 由 此 即 知 S 至 
少 有 一 个 奇 点 。 在 第 4 节 ， 我 们 将 讨论 (不 加 证 明 ) 确 实 存在 哪些 
类 型 的 奇 点 . 

3.2. 定义 ”沿用 上 节 的 记号 和 假定 , 则 对 于 KK 一 一 1 的 曲面 
上 一 个 域 中 的 标准 切 比 雪夫 网 ， 


cu —= —Ksinw >= sinw> 0, 
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这 个 方程 显然 与 x 线 和 ” 线 的 正 向 无 关 . 

设 ?为 网 中 一 条 >” 线 , 而 PE!。 由 于 (ov, > 0, ov 是 ! 上 
的 单调 函数 ， 故 ! 上 至 多 有 一 个 ws 一 0 的 点 。 因此 ， 可 以 假设 
wx(p) 天 0。 假定 选取 >* 的 正 向 ,使 

wu(P) > 0。 

若 要 求 由 * 方向 转 到 ” 方向 的 角 w 是 正 的 (0 二 w 二 x)， 则 vw 的 
正 向 也 确定 了 。 这 个 ” 线 方向 叫做 特异 方向 . 

容易 看 出 ,这 个 方向 与 R 的 定向 无 关 . 因 为 , 若 颠 倒 R 的 定向 ， 
而 5 是 其 相应 的 角 , 则 5 一 x 一 w, 故 
因此 , 在 上 面 的 讨论 中 , 必须 选取 相反 的 x 方向 ,但 这 样 (在 R 的 
这 个 定向 下 )， 把 x 方向 作 正 转动 显然 可 以 把 它 变 到 上 述 的 > 方 
向 ， 

3.3. 定理 ” 丈 里 具 负 常数 高 斯 曲率 的 此 面 必 有 奇 点 。 

证 明 设 5 为 5 的 一 个 参数 曲面 , 并 把 S 上 的 标准 切 比 雪夫 
网 看 作 5。 上 的 网 . 设 Pes 为 ov 关 0 的 点 ,并 像 3.2 那样 选 定 正 
zx 向 和 和正” 向 。 设 49 为 经 过 P 的 正 # 线 上 一 点 .我 们 要 考察 的 是 ， 
S 上 位 于 经 过 p, q 的 线 上 方 ( 即 正 特 异 ”方向 的 一 侧 ) 的 域 R. 
由 于 在 这 个 域内 有 切 比 雪夫 网 ， 至 少 这 个 域 的 靠 下 部 分 对 应 于 
uv 平面 的 一 个 长 方形 Ro. 显 然 , 对 于 一 个 充分 小 的 了 ,可 以 从 经 过 
p, 9 的 * 线 起 , 沿 一 条 ” 线 的 特异 方向 量 一 个 距离 7Y。 在 尺 里 的 
每 一 条 v 线 上 ,这 都 是 可 以 做 到 和 的 .为 了 证 明 我 们 的 定理 ,只 人 须 证 


| 
, 


wu 
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明 , 灌 尺 里 的 ” 线 可 以 量 的 距离 了 有 一 个 有 限 的 最 小 上 界 Y*。 这 
是 因为 , 设 V* 为 这 样 的 上 界 , 则 RR 里 必 有 一 条 v 线 , 沿 着 它 不 能 
量 上 距离 7*。 于 是 从 pb, q 之 间 和 的 * 线 出 发 的 这 条 v 线 是 具有 限 长 
的 发 散 半 开 线 ,因而 S 有 奇 点 。 

我 们 证 明 Y* < co 如 下 . 设 已 为 P 和 
q 之 间 z* 线 的 长 ,而 U' 满足 

0<U<U, 

在 该 + 线 上 ,选取 p’ 和 q'; 满 足 

u(p) <u(p) <ulq) < ulg), 
而 且 Pq 的 长 等 于 U'. 由 于 wu(p) > 0, 可 
”以 假定 充分 靠近 p, 使 在 整个 pq 上 ，ow。 
> 0 这样，% 在 pg 上 就 是 增 函 数 , 因 而 

op ) — w(p) > 0, wo(q) — wo(g’) > 0。 


于 是 可 以 选取 。 > 0, 使 它 小 于 这 两 个 值 ，( 由 于 0<w < 由 此 
可 知 。 < 全 ?). 


站 下 
Pp Pb qq 


现在 ,以 pq 为 底 、 取 一 四 


的 长 方形 。 在 过 9 的 纵 边 上 , @ < r。 
外 , 著 qs 和 qi 的 位 置 如 图 , 则 因 Cy 
> 0, 我 们 有 

olq) — olq) = | wud 


> | wudu > 82。 
qa’ 
对 于 在 P 和 pp 上 方 的 点 , 类 似 不 等 式 成 立 。 所 以 , 车 Rs 是 以 pq 
1) 这 话 似 不 确 ; 因为 若 @(p) = 百 ， op 一 攻 -， o(q7= - 生 ， w(q)= 


3, 则 wp') 一 op) 一 再 269) 一 (9) 一 or 区 ,而 6 就 可 能 之 字 . 应 


2) 可 以 取 wwno 在 长 方形 q' qqiq; 上 的 积分 、 一 一 译 者 注 
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为 底 边 的 较 小 长 方形 ,而 上 是 其 中 任意 点 , 则 
6 wr) 一 一 一， 
因而 sinw > sins。 
但 
—Kdd = sin waudv, 
根据 | 理 2.3 和 上 面 最 后 不 等 式 ， 


2xz > 和 sin wadudy > sing | dudv — U'V sin 8. 
™ Ro 
故 
”< rae 


因而 V* 一 -2 是 一 个 上 界 。 这 就 证 明了 定理 ， 
U'sing 


4. 其 他 细节 及 推广 


4.1. 奇 点 。M. 开 . Amsler 证 明了 ,在 一 个 具 负 常数 高 斯 曲率 
的 解析 曲面 上 ,存在 着 一 条 只 含 奇 点 的 C” 类 曲线 . 但 他 的 证 明 对 
Cc" 类 曲面 不 能 用 。 细节 网 Amsler, M. H.,，Des surfaces 立 cour- 
bure négative constante dans lespace a trois dimonsions et de leurs 
singularités, Mathematische Annalen, 130(1955) pp. 234 一 256. 

4.2. 正常 数 曲 率 ”可 以 证 明 , 若 5 是 抽象 邮 面 ,在 其 上 确定 了 
一 个 黎 曼 度 量 ， 而 在 这 个 度量 下 , % 是 完备 的 而 且 天 一 1， 则 9 
是 紧 的 . 由 此 即 可 看 出 , 在 6; 里 , 具 正 常数 高 斯 曲率 而 没有 奇 点 
的 昔 面 必 是 球面 . 

4.3. 严格 正 的 或 严格 负 的 曲率 E. Heinz 证 明了 以 下 定理 : 
设 囊 里 一 个 C 类 曲面 用 = 一 z(x,y), 了 ?十 严 之 R? 确 定 ， 则 


1) 若 |Bl au>0, 则 R< 工 ; 
全 


1 
2) 若 玉 > > 0, 则 R< 


ea L833. 


3 若 关 县 一 “到 0, 则 xR<e fz. 
细节 访 E. Heinz, Ueber Flichen mit eineindeutiger Projektion auf 
cine Ebene, deren Kriimmungen durch Ungleichungen cingeschrinkt 
‘sind, Mathematische Annalen, 129(1955) pp. 451 一 454. 

还 可 以 证 明 , 在 定理 4.2 中 , 若 只 要 求 K 之 Ko。 > 0, 该 定理 仍 
然 成 立 。 由 此 可 知 , 若 S 是 EE; 里 这 样 的 曲面 而 没有 奇 点 , 则 5 是 
角形 面 . 

若 只 要 求 K > 0, 可 说 的 就 不 太 多 了 . 但 Stoker 证 明了 , 阿 
达 马 定理 (第 三 章 ,1.4) 仍 部 分 成 立 , 即 : 

若 3 是 至 里 一 个 及 0 的 完备 曲面 , 则 s 不 和 自己 相交 
且 是 一 个 凸 集 的 边界 。 

由 此 可 见 ,球面 映射 是 1 一 -1 的 而 且 

人 KaA < 2x, 


Ss 


4.4. 曲率 积分 (参阅 第 三 章 , 2.3) 一 般 地 , 对 于 一 个 开 曲面， 
| Kd4 不 存在 .但 是 , 若 5, 是 “完备 的 ”, 则 可 以 证 明 , 存在 着 一 


个 递增 的 区 域 序列 G，, 它 们 具有 限 面积 ,而 且 % 一 UG。， 
lim i KdA = 2xr(1 — pb), 


其 中 是 $6 的 第 一 贝蒂 数 。 对 于 一 个 闭 曲 面 ,我 们 已 经 有 

| KdA = 2x(1 — pi). 
但 对 于 任意 曲面 , po 一 1; 而 对 于 闭 曲 面 , pi 一 1, 对 于 开 曲 面 , 
一 0。 所 以 ,对 于 每 一 个 完备 曲面 ( 闭 的 或 开 的 ), 总 有 


lim | KdA 委 2x( 加 一 义士 轧 )。 
En 


细节 见 S,。Cohn-Vossen, Compositio Mathematica, 2(1935). 
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